A. Castellén

Examen resuelto del capitulo 1.4 (Tema 4)

1) En una recta proyectiva r sobre el cuerpo de los niimeros racionales
se fija un sistema de coordenadas homogéneas {A, B;C'}, con A en el infinito
para el paso a abscisas.

i) Si D es el cuarto arménico de la terna (A, B,C), dese la abscisa del
cuarto arménico F de la terna (B, C, D). (0.5 puntos.)
ii) Hallese la ecuacién general de la proyectividad o : r — r que tiene a B

como punto doble, transforma C' en D,y A en E.

iii) Clasifiquese o atendiendo al niimero de puntos dobles.
iv) Calcilense los puntos limite de o.
v) Encuéntrese alguna proyectividad 7, distinta de o~1, tal que o o 7 sea

una involucion.

Resolucién. Para el apartado i) basta usar la férmula que da la razén
doble de cuatro puntos alineados conocidas sus respectivas abscisas respecto
de un sistema de coordenadas homogéneas. En el sistema { A, B; C'}, la abscisa
de Bes0,ladeCesl,ladeD es—1yladeFE es, en principio, desconocida.
Dendétese a esta por x. Entonces la expresion (BCDE) = —1 plantea la

ecuaciéon

cuya solucion es x =

W=

La ecuacién general de la proyectividad o responde al esquema

Azx’ + px + vz’ + ¢ =0.
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Como el punto B es doble, para x = 0 ha de ser 2’ = 0, lo que implica ¢ = 0.
La condicién o(C') = D implica que para x = 1 debe ser 2’ = —1, lo que

plantea la ecuacién

“A+p—v=0.
Por tultimo, que A se transforme en E indica que 2’ = % es un punto limite.
De la correspondiente férmula para los puntos limite 2’ = —£& se obtiene una
segunda ecuacion A = —3u. Resolviendo el sistema para, por ejemplo, A = 1

se encuentra la ecuacién de o:

—3zz’ +x + 42" = 0.

Los puntos dobles se hallan haciendo x = 2/, que plantea la ecuacién
—3x + 5z = 0, cuyas soluciones son z = 0 (el punto B) y x = —%. Se trata
entonces de una proyectividad hiperbdlica. Un punto limite ya es conocido
(el E con abscisa #’ = 3). El otro se calcula mediante la férmula z = —X
obteniéndose que es el punto de abscisa x = % el que se transforma en el del

infinito A.

Para finalizar, es suficiente con recurrir al lema I.4.1 y mostrar una pro-
yectividad 7 con las caracteristicas necesarias. Por ejemplo, si 7 transforma
D en A, B en si mismo, y E en C (basta dar la imagen de 3 puntos distintos
para que 7 esté determinada), la composicién o o 7 aplica D sobre E, y F

sobre D, luego es una involucion.

2) Considérese un simplex {O1, 02, 03,1} de un plano proyectivo con A
y B los puntos diagonales A = 0,03N011,y B = 0;0,N031. Constriyanse
los puntos C = ABN 0103 v Q = 0505 N CI. Tricese por A una recta r
distinta de OI que corta a O;05 en M y a 0105 en N. Denétese por P al

punto de intersecciéon de O3N con Oq1.
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i) Usando métodos analiticos en el sistema de coordenadas homogéneas
{01, 04,03; I}, demuéstrese que M P pasa siempre por @, cualquiera que sea
la recta r elegida.

ii) Enunciese la proposicién dual del apartado anterior.

iii) Pruébese que i) no es sino una consecuencia directa del teorema de
Desargues.

iv) Si se consideran las perspectividades

ma:0C - O01B y 7o,:018B— 014,

ipor qué es 0 = mp, o 4 otra perspectividad? Hallese el centro de o calcu-
lando las imagenes de C' y Oz y utilicese el resultado para dar una demos-
tracién alternativa del apartado i).
v) Justifiquese la veracidad de las dos siguientes afirmaciones:
a) Si una homologia 7 no deja invariable a una recta r, entonces el punto
r N 7(r) es doble.
b) Una homologia no tiene mas puntos dobles que el centro y los pertene-

cientes al eje.
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Obténgase i) de las proposiciones a) y b) aplicadas a la homologia de
centro B y eje PQ que transforma I en Os.
vi) En planos sobre cuerpos de caracteristica 2, dedizcase i) sin mas

herramientas que el teorema de Fano.

Solucién a i) El el sistema de coordenadas homogéneas {O1, 04, O3; I},
se tiene O; = (1,0,0), Oy = (0,1,0), O3 = (0,0,1), I = (1,1,1), 0105 =
29 =0, 0103 =21 =0, 0,03 =29 =00l =21 —20 =0y O3] =
xog —x1 = 0. Asi, los puntos A y B tendran por coordenadas A = (0,1,1),
B =(1,1,0), de donde

Ty Tl X

0 1|=0, dedonde AB = —z¢+ x1 + x5 =0,
1

AB 1
1 0

y C = (1,0,—1). Por otro lado,

o X1 i) L
1 0 —1 :0, (0] CIEJJ()—ZIl—f-IEQ:O.
1 1 1

CI

Esto da @ = (0,1,2). El punto M, situado sobre la recta 0103, tendra unas
coordenadas del tipo M = (\, 0, u), pero la condiciéon AM = r # O;1 implica
pu # 0, con lo que es licito escribir M = (a,0,1) para algin escalar «. Es

entonces

o T1 X2
r=AM=10 1 1|=0, y r=x¢+ axr; —axy=0.
a 0 1

De aqui N = (a, —1,0). Por 1ltimo, la recta M N tiene por ecuacién

y se comprueba directamente que las coordenadas de () satisfacen la ecuacién
MP = —xg — 2ax, + axs = 0, cualquiera que sea el escalar .

Solucién a ii) Considérese un cuadrildtero {01, 09, 03,7} de rectas dia-

gonales a = (03 No3)(0; Ni) y b= (01 Noz2)(o3Ni). Sean ¢ = (a Nb)(o1 Nos)
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y ¢ = (02 No3)(cNi). Escdjase en la recta a un punto arbitrario R distinto

de 01 N4, y tracense por él las rectas m = R(01 No3) y n = R(o1 Nog). Sea

p = (03 Nn)(o; Ni). Entonces m, p y ¢ concurren en un punto.

Solucién a iii) Los tridngulos (C,1,01) y (A4, O3, N) se encuentran en

la configuraciéon de Desargues pues B € CAN 103N O1N. De ahi que los
puntos Q = CINAO3, M =CO; N AN y P =10; NO3N estén alineados.
Solucién a iv) La aplicacién o : O;C — O1 A es una proyectividad al
obtenerse por composicién de perspectividades. Ahora bien, como el punto
O de interseccion de las rectas dominio e imagen es doble, la proyectividad

o ha de ser una perspectividad (teorema 1.4.3). Por otro lado,
o(C) = (7o, 0ma)(C) =m0, (B) =1

y 0(03) = (105 07a)(03) = m0,(02) = A,

luego el centro de la perspectividad o es CI N O3A = Q. Ahora bien,
o(M) = (1o, 0 ma)(M) =m0, (N) = P,

implica que Q € M P. (En toda perspectividad, cada recta determinada por
un punto y su transformado pasa por el centro de la perspectiva.)

Solucién a v) Supdngase que la holomogia 7 tiene centro C', y denétese
por X al punto 7 N 7(r). Puede escribirse X = CX N 7(r). Ahora bien,
7(X) € CX pues toda recta por el centro es doble, y 7(X) € 7(r) ya que
X € r. Ambas circunstancias dan 7(X) = CX N7(r) = X. Esto justifica la
parte a).

Para la parte b), admitase que X es un punto doble de la homologia 7
distinto del centro y fuera del eje. Témese una recta s arbitraria por X. Como
s cortard al eje en algin punto Y, se tiene que s = XY pasa por dos puntos
dobles y es, por consiguiente, doble. Esto convierte a X en un segundo centro
(toda recta por él es doble), mientras que no hay mas proyectividad central
con dos centros distintos que la identidad. Contradiccién. (Una homologia

es, por definicién, distinta de la identidad.)
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Considérese ahora la homologia 7 de centro B y eje PQ que transforma,
I en O3. Entonces 7(C) = BCNQO3 = Ay 7(01) = BO; N PO3 = N. Esto
proporciona 7(01C) = N A, luego, por la parte a), M = O;C N N A es doble.

La parte b) implica ahora que M € PQ.

Solucién a vi) En caracteristica 2, cada punto diagonal pertenece a la
recta determinada por los otros dos (teorema de fano). Esto lleva a concluir
con que C' es el tercer punto diagonal tras A y B, esto es, C = O103N021. En
particular, O, € CI. De ahi que @ = O,. Considérese ahora el cuadrivértice
(01,Q, 03, N), cuyos puntos diagonales P = O;ANOsN, M = 0,03 N AN
yOs=0Q = O1N N AO5 ha de ser colineales.

iii) En una recta proyectiva puede introducirse una suma y un producto
de puntos en la forma que se describe a continuacion. Fijense en la recta tres
puntos que se denotaran por P, Py y P;. Dados A y B distintos de P, se
define el punto A + B como la imagen de P, por la involucién que deja fijo a
P y transforma A en B, mientras que si Py, P ¢ {A, B}, el punto A x B
se obtiene como la imagen de P; por la involuciéon que transforma A en B y
Py en P.

Pruébese que si a y B son las respectivas abscisas de A y B en el sistema

de coordenadas { P, Py; P1} con P, como punto impropio para el paso

a cartesianas, entonces a+ 3 es la abscisa de A+ By af lade Ax B (1

punto).

Solucidén Sea o la involucién que transforma A en B y P, en si mismo.

La ecuacién general de o tomard la forma
o= Mex' 4+ px + px’ +v=0.

Recuérdese que el hecho de que el punto impropio sea doble equivale a que el
coeficiente de segundo grado se anule. Asi, A = 0. Por otro lado, p no puede
ser cero, por lo que no hay inconveniente en suponer p = 1. Por tltimo, z = «

implica 2’ = 3, con lo que v = —a — 3 y queda

c=x+2 —a—-B=0.
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De aqui se deduce que si z = 0 es 2’ = a + beta y el punto origen se aplica
en A+ B.

Sea ahora 7 la involucién que transforma A en By Py en P,,. Escribamos
7= M’ + px + px’ +v =0.

Que 0 sea la abscisa del punto limite implica 4 = 0. Como antes, A no puede
anularse, por lo que hacemos A = 1. Imponiendo que la imagen del punto de

abscisa « sea el de abscisa [ se obtiene
r=z2' —aB =0.
Y ahora, para x = 1 se obtiene 2’ = af3, de donde o(P;) = A X B.
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