A. Castellén

Examen resuelto del capitulo I1.2 (Tema 7)

1) En un plano proyectivo se considera un cuadrivértice {A, B,C, D}
inscrito en una cénica no degenerada Q, con punto diagonal X = AC N BD.
Para un punto arbitrario £ # C sobre O, se construyen los puntos Y =
AYNBEy Z=CENXY.

i) Pruébese que A, D y Z estan alineados.

ii) Entunciese el dual del resultado anterior.

Resolucién. Hagase Z' = ADNCE,Q = BENAC y P = A*NCE. Hay
que demostrar que Z = Z’. Ello se sigue de la siguiente serie de igualdades

entre razones dobles:

(CEPZ') = (AC AEA+AD) = (BC BE BA BD) = (CQAX) = CEPZ),

donde se ha aplicado que la razén doble de un lapiz coincide con la de los
puntos en los que corta a una recta, el teorema de Steiner y el hecho la
perspectividad de centro Y conserva razones dobles.

Este resultado puede verse como un caso limite del teorema de Pascal
con dos puntos, de los 6 inscritos en la cénica, confundidos. En efecto, si se
consideran (B, A,C) y (A’, E, D) dos ternas de puntos sobre una cénica no

degenerada, con Y = BENAA', X = AACNBD y Z = ADNCE, el teorema,

de Pascal asegura que X, Y y Z estdn alineados. Si se “desplaza” A’ hacia A,
la recta AA’ “tenderia a identificarse” con la tangente a la conica en A, que
no es sino la polar de A. De ahi la afirmacién anterior. (El entrecomillado se

ha utilizado para indicar términos intuitivos.)
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Para el dual hay que recordar que, en caso no degenerado, cuadrica
dualiza en cuadrica, puntos sobre una cuddrica en hiperplano tangente a una
cuadrica y viceversa, asi como hiperplano polar de un punto dualiza en polo de
un hiperplano y viceversa. Entonces el enunciado se dualiza en los siguientes
términos:

Si a, b, ¢ y d son cuatro rectas tangentes a una coénica no degenerada
con x = (aNc)(bNd), y para una recta arbitraria e tangente a la cénica se
contruyen las rectas y = m y z=(cne)(zNy) (donde a* es el polo

de la recta a), entonces las rectas a, d y z son concurrentes.

2) En el plano proyectivo real se dan los puntos A = (1,0,—1) y B =

(0,—1,2), y las rectas r,s,t,u € A* y r’,s',t' € B* de ecuaciones

x1 =0, r’ 21 + 22 =0
To—3x1 +x2 =0, 5 219 — 211 — 212 = 0
2$0—I‘1+2$2:0, t/ .f():O
Ty — I —|—.’172:0

S+ » 3
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i) Justifiquese por qué las rectas

(ros)(r'ns), (rnt)(r'nt) y (sNnt')(s'Nt)

concurren, sin calcular las ecuaciones de ninguna de las tres.
ii) Sea 0 : A* — B* la proyectividad entre haces que transforma r en r/,
sen s ytent'. Héllese la ecuacién de v’ = o(u).

iii) Dése la ecuacién de la cénica
Qlg) = {vno(v) : ve A},

y clasifiquese.

Solucidén a i) Solo es preciso aplicar el dual del teorema de Pappus a
las ternas de rectas concurrentes (r,s,t) y (r', s, t').

Solucién a ii) Un primer método puede usarse aprovechando que las

proyectividades conservan razones dobles. Asi, para calcular la razén doble
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(rstu), se trabajarfa en el sistema de coordenadas homogéneas {r, s;t}, con r

en el infinito. Esto plantea la identidad
20 — x1 + 229 = axy + B(xo — 3x1 + x2).

Identificando coeficientes y resolviendo el sistema en «, 8 se obtiene a = 5,

B = 2, luego se toma
r=br;1=0 y s=2x9—6x;+ 222 =0.

La relacién

xo — 21 + 22 = a(bxy) + B(2x0 — 621 + 222)

, luego

N[ —

implica a = %, b=

(rstu) = Y5 _ g

/2

Si se escribe t' = 2z = 0, no es preciso tocar las ecuaciones de 1’ y ¢’ en el

sistema de coordenadas {r', s';¢'}. Por tanto, de (r's't'u’) = 2 se deduce

/

v = =221 +x2) +220 — 11 —22 =0, osea u' =10z — 221 — 29 = 0.

Ol W~

Si al lector le molesta el uso de ecuaciones de rectas en vez de coordenadas
de puntos, podria haber trasladado el problema a uno de proyectividades entre
rectas. En efecto, para cada recta v que no pase por los puntos base de los
haces, o induce una proyectividad 7 : v — v que transforma cada punto
X € v en el punto v N o(AX). Tomando una recta cémoda, por ejemplo,
la v = 2o = 0, la proyectividad 7 transforma R, R’, S en S' y T en T’,
con R = rnNnuv = (1,00), S =snv=(310),T =tnv = (1,2,0),
R =r"nNv=(1,0,0), 5 =snNnv=(1,1,0), 7" =t nv=(0,1,0).

Otra opcién habria sido la de factorizar ¢ como composicién de perspec-
tividades siguiendo el método gréfico.

Solucién a iii) Bastaria con imponer a una cénica que pase por los 5

puntos A, B, C =rnr’ = (1,0,0), D = sNs’ = (5,3,4)y E =tnt' = (0,2,1) y
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resolver el sistema correspondiente. No obstante, se intuye una simplificacién
en los calculos si se toma como nuevo sistema de coordenadas homogéneas el
formado por {A, B,C; D}, y se dirime en él la cuestiéon para luego deshacer
el cambio al sistema de coordenadas candnico.

Entonces, para que D sea el punto unidad, se plantea la ecuacion vectorial
(5,3,4) = «(1,0,—1) + 5(0,—1,2) + ~(1,0,0),

que da « = =10, § = =3 y v = 15. Témese pues A = (—10,0,10), B =
(0,3,—6) y C' = (15,0,0). El célculo de las coordenadas de E en el nuevo

sistema lleva a escribir
(0,2,1) = a(—10,0,10) + (0, 3,—6) + (15,0, 0),

y E = (3,4,2) en el sistema {A, B,C;D}. Siguiendo el razonamiento de
la seccién §11.2.2 (previo al lema I1.2.1), la matriz de la forma cuadratica g

adquiere en el sistema elegido el aspecto

0
n

O >
o T

con A\ +pu+v=0y6\A+3u+4r =0, es decir,

0 1 2
N=1|1 0 -3
2 -3 0

Se observa que Q(q) es no degenerada (|N| # 0), y no es vacia pues tiene
puntos. Se trata entonces de una elipse real. Por 1iltimo, un minimo deber de
cortesia para con quien propone el ejercicio obliga a devolver las soluciones
en el mismo formato en el que se proporcionaron los datos. De ahi que se

deba deshacer el cambio de coordenadas. La matriz

—10 0 10 0 0 %
P = 0 3 —6 | del cambio tiene por inversa a () = 1% % =
15 0 0 5 0
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La matriz M = QNQ' de g en el sistema canénico da la ecuacién pedida

= —6x9xr1 + 22072 + 2&:% + 3x129 + 23:3 =0.

3) Sean Q = Q(g) una cénica no degenerada de un plano proyectivo
P(V) y C un punto de ese plano fuera de Q.

i) Si r es una recta por C' que cortaa Qen Ay A’ (A # A’), pruébese que
la homologia ¢ de centro C' y eje C+ que transforma A en A’ deja invariante

a Q.

Polar de C

SigmalB]

ii) De una cénica no degenerada se conocen cuatro puntos A, B, C'y D,
y el polo E = r+ de una recta r que no contiene a los cuatro primeros. Si se
diera la circunstancia de que BD pasara por E, describase un método grafico
que permita trazar la conica.

Solucién a i) Para cada punto B de la cénica distinto de las interseccio-
nes con el eje (que son, recuérdese, los puntos de tangencia de las tangentes
a @ por O), la recta CB corta a C+ en un punto M. La imagen de B por
la homologia se calcula mediante o(B) = CB N PA’, con P = ABN C*.
Por otro lado, es sabido (teorema I1.2.6) que si CB corta a Q en By B,
entonces (CMBB') = —1. Pero C es el punto diagonal del cuadrivértice
(A,B,A',0(B)) en el que PM es la recta que pasa por los otros dos puntos
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diagonales. Es entonces M el cuarto arménico de la terna (B,o(B),C). Por
ultimo,

—1 = (Bo(B)CM) = (CM Bo(B))

implica o(B) = B’ y la cénica es invariante por o.

El caso restante (B sobre el eje de la homologia) es trivial.

Solucién a ii) La homologia de centro F y eje r transforma, por ejemplo,
A en otro punto A’ de la cénica. No es otra cosa lo que afirma el apartado
anterior. Ahora se dispone de cinco puntos de la cénica y puede recurrirse a

cualquiera de los métodos de trazado grafico conocidos.

.
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