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A. Castellén

Practica 11.3.4

Imagen de una cénica por una proyectividad

P3

Pz

P1
P5

Practica Il.4.1

Enunciado Compruébese experimentalmente que una proyectividad del
plano en si mismo transforma una cénica en otra cénica.

Indicaciones Considérese la proyectividad o que transforma el simplex

(A,B,C, D) en el simplex (A’, B’,C’, D"). Mediante la macro de la practica

[ T77, tracense las respectivas imédgenes P;, P5, P}, P,y P! de los cinco puntos
Py, Py, P3, P, y Ps que definen una cénica Q. Sea Q' la cdénica determinada
por los P/. Ahora CABRI permite saber si la imagen X’ de un punto X que

se anima sobre Q pertenece a Q’.
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Practica 11.4.2

Proyectividades entre conicas

1 o 2 | e
' Este punto esta sobre el uh]etu/#

Practica 11.4.2

Enunciado De una proyectividad o : Q@ — Q' entre dos cénicas no
degeneradas se conocen las respectivas imdgenes A’, B’ y C’ de los puntos A,

By C. Obténgase la imagen X’ de cualquier otro punto X € Q.

Indicaciones De acuerdo con en feorema II.4.7], bastara con encontrar

una proyectividad de todo el plano que extienda a 0. Sea esta 7. Como 7 tran-
forma tangentes en tangentes, debe llevar M = A*NBC a M’ = (A")*NB'C".
De ahi que se pueda escoger 7 de forma que aplique el simplex (A, B,C, D)
enel (A, B',C', D), con D cualquier punto fijado sobre Q distinto de A, B
y C, N=ADNBC, D' = B'C'"NA’N', y N’ el transformado de N por la,
restriccion de 7 de dominio e imagen entre las rectas BC'y B/C’, es decir,
la proyectividad entre rectas que aplica B en B’, C' en C' y M en M’'. Para

resolver esta practica solo hay entonces que cargar las macros de las practicas

LA3y L4Q
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A. Castellén

Practica 11.4.3

Invariancia de una cénica por una homologia

Este punto esta sobre el objeto

Polar de O

Practica 11.4.3

Enunciado Una recta por O corta a una conica Q en dos puntos distintos
Ay A’. Compruébese experimentalmente que la homologia de centro O y eje
O+ que transforma A en A’ deja a la cénica invariante.

Indicaciones Usense las macros de las practicas y [1.2.1].
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Practica 11.4.4

Homologia entre conicas secantes

Este punto esta sobre el objeto

Enunciado Dos cénicas no degeneradas se cortan segin un par de pun-
tos que determinan la recta e. Encuéntrese alguna homologia de eje e que
transforme una coénica en la otra.

Indicaciones Un buen candidato para el centro de la homologia es el

punto de interseccion de las tangentes comunas a las dos conicas, pues tales

rectas serian invariantes por ella. Recurrase entonces a la macro de la practica

11774
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A. Castellén

Practica 11.4.5

Puntos dobles de una proyectividad

Enunciado Escribase una macro que dé los puntos dobles de una pro-

yectividad o : » — r de la que se conocen los respectivos transformados A’,

B’y €' de tres puntos A, B 'y C de la recta r.

Indicaciones El método, ya explicado en la Eseccion II.4.1] de los apun-

tes, requiere que haya alguna cénica ya trazada, y un punto X sobre ella. La
mas simple para redactar una macro CABRI es la circunferencia. Luego se
trata, a fin de minimizar los objetos iniciales de la macro, de escoger de modo
automatico alguna circunferencia relacionada con los datos. En la figura, por
ejemplo, se ha tomado la centrada en B que pasa por A’, y como punto X
una de sus intersecciones con la mediatriz del segmento determinado por B
y A

El resto del proceso ya fue descrito con detalle en su momento.
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Practica 11.4.6

Puntos dobles de una involucién

Practica 1l.4.6

Enunciado Escribase una macro que dé los puntos dobles de una invo-
lucién o : r — r de la que se conocen los respectivos transformados A" y B’
de dos puntos A y B de la recta r.

Indicaciones Tras lo dicho en la practica anterior, no se precisan indi-

caciones.
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A. Castellén

Practica 11.4.7

Rectas dobles de una proyectividad

Préctica 11.4.7 A

Enunciado Redéctese una macro que trace las rectas dobles de la pro-
yectividad o : P* — P* que transforma la recta a en la o/, labenla b’ yla c
en la ¢.

Indicaciones Como se anunci6 en los apuntes, una posibilidad de abor-

dar este problema es realizando el proceso dual al descrito en la pracfica IT1.4.5.

No obstante, también hay un método directo. Si se considera una conica O
no degenerada que pase por Py, en ella, los puntos A = (a N Q) — {P},
A= (a'NQ)—{P}, B= (bNQ)—{P}, B '=1'NnQ)—{P},C = (cNQ)—{P}
y C" = (' NQ)—{P}, entonces o inducird otra proyectividad en Q que aplica
Aen A, Ben B’,y C en C’. Los puntos dobles de esta tltima proyectividad
vienen dados por las intersecciones (0, 1 6 2) del eje de Steiner con Q. Si
estas son, por ejemplo, U y V, entonces las rectas dobles de ¢ no son otras
que PU y PV.

Para minimizar los objetos iniciales de la macro, se aconseja tomar para
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O una circunferencia que se trace en funcion de los datos. En la figura se ha

escogido una centrada en la recta a y pasando por P.
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A. Castellén

Practica 11.4.8

Rectas dobles de una involucién

Practica 11.4.8

Enunciado Redéctese una macro que trace las rectas dobles de una
involucién o : P* — P*, conocidas las respectivas transformadas a’ y b’ de
dos rectas a y b del haz P*.

Indicaciones Si se ha realizado la préactica precedente, no se precisan

indicaciones.
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Practica 11.4.9

Asintotas de una hipérbola

Enunciado Tracense las asintotas de una hipérbola dada.

Indicaciones Constltese el Eiercicio 1T1.4.] y recuirrase a las macros de

las practicas [I.37] y [I33-2
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A. Castellén

Practica 11.4.10

Conica por cuatro puntos y una tangente

D Practica 11.4.10

Enunciado Escribase una macro que trace las posibles cénicas que con-
tienen a los vértices de un simplex (A, B,C, D) y son tangentes a una recta
r que no pasa por ellos.

Indicaciones Considérese el haz de cénicas del tipo I determinado por el

simplex (A, B,C, D). Segun el teorema de Desargues-Sturm (feorema I1.4.7),

este haz induce una involucién o en r tal que r N Q = {X,0(X)}, para cada
X € r, donde O es la tnica cénica del haz que pasa por X. De ahi que los
puntos de tangencia de las cénicas buscadas sean los puntos dobles de o.

El problema es ahora sencillo. No hay mas que usar la macro de la

practica IT.4.4, y recordar que dos de las cénicas del haz son las que degeneran

en ABUCD y AC' U BD.
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Practica 11.4.11

Conicas por tres puntos y dos tangentes

Practica 11.4.11

Enunciado Escribase una macro que trace las posibles cénicas (0, 1, 2,
3 6 4) que pasan por 3 puntos no alineados A, B 'y C'y son tangentes a dos
rectas distintas t; y t2 que no los contienen.

Indicaciones El método para resolver este problema ya ha sido comen-

tado en los apuntes al final de la Eseccion 1T.2.3.
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A. Castellén

Practica 11.2.12

Conica por dos puntos y tres tangentes

Enunciado Tracense las posibles conicas que pasan por dos puntos 717 y
T5 y son tangentes a tres rectas no concurrentes a, b y ¢, con 71,715 ¢ aUbUc.
Indicaciones No es casualidad que se hayan denotado los elementos que
aqui intervienen con las mismas letras que los de la practica anterior, pero
intercambiando las mayusculas por las mintusculas. Y es que el método que
aqui se ha escogido es justo el dual del que se utilizara alli. Asi, si se considera

la involucion o del haz de rectas que pasan por a N b en si mismo que aplica,

aen b,y (anb)Ty en (aNb)Ty, sus rectas dobles [ y m se corresponderan
con los objetos duales de los puntos L y M hallados entonces. Realizando lo
propio con el haz de rectas que pasan por a N ¢, se construyen nuevas rectas
m y n, que dan lugar a los puntos P = mNn, Q = mnNr, R=1Nry

S =1Nn. Una de las 4 posibles conicas, por ejemplo, sera la tangente a a, b,
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¢, TP y T5 P, la cual puede ser trazada ahora de varias maneras. Por decir

una, recurrase a la macro de la practica IT.2.T1].

En la figura se ha visualizado el caso de 4 soluciones, cada una en un

color distinto para que sean distinguidas con facilidad.
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A. Castellén

Practica 11.4.13

Conicas por un punto y cuatro tangentes

Préactica 11.4.13

Enunciado Escribase una macro que trace las posibles conicas que son
tangentes a las 4 rectas a, b, ¢ y d de un cuadrilatero, y que pasen por un

punto R no perteneciente a ninguno de sus lados.

Indicaciones Sigase el proceso dual al descrito en la practica 1T.2.10.
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Practica 11.4.14

Conjugado de un punto respecto de un haz

Enunciado Es bien sabido (kjercicio I1.4.1(}) que para todo punto P del

plano existe un tnico P’ conjugado de P respecto de todas las conicas de
un haz no degenerado. Escribase una macro que trace ese punto P’, cuyos
objetos iniciales sean Py los cuatro puntos base A, B, C'y D de un haz del
tipo I.

Indicaciones El punto P’ ha de pertenecer a todas las polares de P
respecto de las conicas del haz. De ahi con que baste mecanizar algin proceso

de eleccion de dos de las cénicas del haz para recurrir después a la macro de

la practica I1.2.1].

P.I1.4-16



A. Castellén

Practica 11.4.15

Conjugada de una recta respecto de un haz

Préctica 11.4.15

Enunciado En el Ejercicio IT.Z.T]] se pedia demostrar que la aplicacion

o que lleva cada punto X a su conjugado X’ respecto de todas las cénicas
de un haz del tipo I transforma rectas en conicas. Escribase una macro que
trace esta coénica dados una recta r y un haz determinado por un simplex
(A, B,C, D), y compruébese experimentalmente que o(r) es una cénica.
Indicaciones Para trazar la cénica pedida, son precisos 5 puntos. Me-
canicese pues de alguna forma la eleccién de Py, P, P3, P, y Ps sobre r, y
héllense sus respectivos conjugados respecto del haz por medio de la macro
de la practica anterior. Una idea puede ser tomar P, = ADNr, Ps = ABNr

e intercalar entre ellos los demas a base de puntos medios.

Para la comprobacion empirica del glercicio 11.4.T1], animese otro punto

X sobre r y corrobérese que su conjugado X' respecto del haz pertenece a la

cénica determinada por los Q; = o(F;).
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Practica 11.4.16

La cénica de los once puntos

Practica 11.4.16

Enunciado Compruébese experimentalmente que la conica de los once

puntos (véase el plercicio I1.4.179) pasa por donde tiene que pasar.

Indicaciones No se precisan indicaciones.
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A. Castellén

Practica 11.4.17

El primer problema de Poncelet

Enunciado Dados una cénica Q y tres puntos P, ) y R sobre ella,
tracense los posibles tridngulos inscritos en Q tales que cada uno de sus lados
pase exactamente por uno de los tres primeros puntos.

Indicaciones Escéjase un punto A sobre la conica. La homologia de
centro P y eje P+ deja a Q invariante y transforma A en la otra interseccién
A; de PA con la cénica. La homologia de centro @ y eje Q* lleva A; a
Ay, con QN QAy; = {A;,As}. Por tltimo, la homologia de centro R y
eje R aplicarfa As en el otro punto A’ en que la cénica corta a RA,. Si
A" = A, entonces (A, Ay, Ay) es uno de los tridngulos buscados. En otro
caso, la aplicacién o : A — A’ es una proyectividad de la cénica en si misma
pues resulta de componer tres proyectividades. Conviene definir una macro
provisional que dé la imagen X’ = o(X) de cualquier otro punto X € Q. Si

o # 1g, dependiendo del nimero de puntos dobles de o el primer problema
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de Poncelet tendra 0, 1 6 2 soluciones.

Ahora bastara con tomar otros dos puntos B y C' en la cénica y hallar
el eje de Steiner e de o .

En la figura se ilustra el caso de dos soluciones, aunque solo se ha resal-
tado una de ellas, la (L, M, N'), con L una de las dos intersecciones del eje de

Steiner con O.
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A. Castellén

Practica 11.4.18

El segundo problema de Poncelet

Practica 11.4.18

Enunciado Dadas dos cénicas Q y @', el segundo problema de Poncelet
estudia las circunstancias bajo las que puede inscribirse un poligono de n
lados en la primera de ellas, tal que esté circunscrito en la segunda. Aunque
no sera probado aqui, sepa el lector que en caso de existir alguna solucion,
cada punto P de la primera conica da lugar a nuevas soluciones sin més que
ir trazando una sucesion de puntos sobre Q, cada uno de los cuales no es sino
la intersecciéon con Q de una de las tangentes del punto anterior a la cénica
Q.

En esta practica se propone comprobar experimentalmente este hecho
para el caso de los tridngulos (n = 3).

Indicaciones Con la ayuda de las macros redactadas con anterioridad,

constriyase una solucion particular al segundo problema de Poncelet, esto es,
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dos cénicas Q y Q' maés un tridngulo (A, B, C) con sus vértices en Q y sus
lados tangentes a Q'. Situado un punto P en la primera cénica, sean @ y
R las intersecciones con Q de las tangentes a Q' por P. Compruébese ahora
que QR es tangente a Q.

Si se anima P sobre Q, se visualizaran la totalidad de las soluciones al
segundo problema de Poncelet. Obsérvese que, en ocasiones, puede que el

triangulo (P, @, R) degenere al superponerse dos de sus vértices.
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