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1. Consideremos el subconjunto de los nidmeros complejos G = {1,—1,4, —i} con la operacién de multiplicacién

habitual.

a) Pruebe que (G, ) es un grupo abeliano.

b) Consideremos la funcién f: G — G definida f(z) = 22. Justifice si f es o no es biyectiva y encuentre, si

existe, la funcién inversa f—!.

Para que (G,-) sea un grupo abeliano es necesario que:

= el producto sea una operacion interna

= con propiedad asociativa: a(bc) = (ab)c para todo a,b,c € G,

= conmutativa: ab = ba para todo a,b € G,

= con un elemento neutro: e € G tal que ea = ae = a para todo a € G

s y todo elemento tiene que tener simétrico: para todo a € G debe existir a’ € G tal que aa’ = d'a = e.

Comprobamos que el producto es operacion interna en G:
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Ademds, es inmediato ver en la tabla que tiene propiedad conmutativa (la tabla es simétrica respecto de la
diagonal principal). La propiedad asociativa no es necesario comprobarla porque, al tratarse del producto de
nimeros complejos, sabemos que se satisface. El elemento neutro es el 1 (véase cdmo se comporta en la tabla) y
en la siguiente tabla tenemos el simétrico de cada uno de los elementos:

a|

— ‘
Simétrico de a ‘

i

1 -1 1
1 -1 —
Para el sequndo apartado, en la siguiente tabla representamos la funcion f
z[1 -1 i
fzy |1 1 -1
Se trata de una funcion porque cada elemento de G tiene una unica imagen. Sin embargo no es invectiva porque,
por ejemplo, f(1) = f(=1). Tampoco es sobreyectiva porque, por ejemplo, i & Imf. Finalmente, al no ser biyectiva
no tiene funcion inversa.
. Considere, en R*, el subespacio U = L({(1,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,-5,0),(3,3,2,—1)}) y el subespacio V =
{(z1,x2,23,24) | 21 — 23 = 0}.

—i‘
_1‘

a) Determine una base de U y exprese U con ecuaciones implicitas. A partir del sistema generador de U,
{(1,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,-5,0), (3,3,2,—1)}, buscamos un sistema generador que sea linealmente inde-
pendiente. Esto se puede hacer de varias maneras. Una de ellas es colocar los vectores como filas de una ma-
triz y estudiar su rango (esto nos indicard el mayor nimero de filas linealmente independientes. Hagdmoslo
buscando una matriz equivalente escalonada por filas usando sélo operaciones elementales fila:

11 0 0 11 0 0\ pucp_om 110 0
Lo 1 v rensn fo0 1 1| meresn o0 1 1
8lo 0 -5 0 &lo 0 -5 0 &lo 0 0 5

33 2 -1 00 2 -1 000 -3



1 1.0 0 110 0
F3;éF3 rg 00 1 1 F4 — Fi+3F; v 0 0 1 1 _3

00 0 1 0 0 0 1

00 0 -3 0 0 00

En consecuencia, podemos decir que U tiene dimension 3 y que una base de U la podemos obtener, por
ejemplo, escogiendo las filas no nulas de la dltima matriz

B ={(1,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}

Ojo: Esto ultimo es solo cierto si hemos colocado los vectores como filas de la matriz y hemos empleado
operaciones elementales fila.

Para obtener las ecuaciones implicitas, podemos hacerlo a partir de las ecuaciones paramétricas, o bien,
colocando los vectores como columnas de una matriz, anadiendo una columna genérica (x1,22,23,%4) €
imponiendo que su rango sea 3 para forzar a que sea combinacion lineal de las anteriores.

1 0 0 T 1 0 0 I 1 0 0 Ty
1 0 0 29| Feo—Fy 0 0 0 x9—x1 | Foeurs 0O 1 0 T3
rg = rg ="r

0 1 0 I3 0 1 0 T3 0 0 O To — T

0 1 1 Ty 0 1 1 Ty 0 1 1 T4
1 00 1 1 00 1

FieFy—F, . 0 1 0 T3 F3-F, . 0O 1 0 T3
0 0 O To — T1 0 0 1 Ty — I3
0 0 1 T4 — T3 0 0 O To — I1
Y, para que el rango de esa matriz sea 3, es nmecesario y suficiente que x9 — x1 = 0. Es decir, U =

{(z1,22,23,24) | 1 = 22}.

b) Estudie si los vectores (2,1,2,1), (2,2,1,1) y (1,2,2,1) pertenecen a U y, en caso afirmativo, encuentre
su representacién respecto de la base del apartado anterior. A partir de la ecuacion implicita de U, es
inmediato que, de los vectores propuestos en este enunciado, el inico que pertenece a U es (2,2,1,1) y como

(2,2,1,1) = 2(1,1,0,0) + 1(0,0,1,1) + 0(0,0,0, 1)
su representacion respecto de la base B es (2,1,0).

¢) Determine UNV y U+ V. ;Es suma directa? Como U = {(x1,x2,23,24) | 21 = 22} y V = {(21, 22, 23, 24) |
x1 —x3 = 0} tenemos que UNV = {(x1, 22,23, 24) | 1 = 22 = 23} que tiene dimension 2 ya que una base
de este subespacio interseccion seria, por ejemplo, {(1,1,1,0),(0,0,0,1)}.
El subespacio suma tiene que tener la siguiente dimension:

Dim(U + V) = Dim(U) + Dim(V) = Dim(UNV)=3+3—-2=14

Por tanto, la suma es R*. Ademds, como U NV # {(0,0,0,0)}, la suma no es directa.

3. En R3, determine una base ortonormal considerando el producto escalar

((z1,22,23), (y1,Y2,¥3)) = 2T1y1 + T2y1 + T1y2 + Tay2 + 3Y3

Para ello, aplicamos el método de Gram-Smith a una base cualquiera, como, por ejemplo, la base candnica:

ui = (1,0,0)
B = (0,1,0) — {OL0LGY9) (1 g ) = (11,0
u2_( s Ly ) <(1’0’0)’(1’0’0)>( s Uy )_( 254 )
P <(07071)7(17070)> <(0)071)7(_l71)0)> 1 —
U3z = (0,0, 1) ~ {(1.0.0).(1.0.0)) (1,0,0) — —<(_%’110)7(_2%71’0)> (—57 1,0) = (0,07 1)
donde
<(0,1,0)7(1,0,0)> =2-0-141-140-04+0-140-0=1 <(1,070),(1,0,0)> =2
<(0,0,1)7(—%,1,0)> =2-0- (—%)+0-(—%)+0-1+0~1+1 -0=0 <(0,071),(1,0,0)> =0

Los vectores obtenidos son ortogonales, para que sean ortonormales tenemos que hacerlos unitarios dividiendo

por su norma:
liill = (@i, a0 =v2 i’ = 25(1,0,0) = (¥2,0,0)
2| = /(. 3) = 25 B = V2(=$,1,0) = (-2, v2,0)
|[az]| = /(u3,u3) = 1 a3 = (0,0,1)

Una base ortonormal (con este producto escalar) es {(?, 0,0), (—g, V2,0),(0,0,1)}.



4. Clasifique la siguiente forma cuadrética ¢(z,y, 2) = 322 + 2x2. La matriz asociada a esta forma cuadrdtica es

—_ O W

0 1
0 0
0 0

pero el criterio de Sylvester no nos permite clasificarla ya que los menores principales son 3, 0 y 0. Se puede hacer
completando cuadrados. Ast, q(x,y,z) = (\/gx + éz)z — %zz. Como tiene coeficientes negativos y positivos, es
indefinida.

Es facil de comprobarlo ya que ¢(1,0,0) =3 y ¢(1,0,—4) = —5.

Otra posibilidad es calcular los autovalores. Obtendriamos —@ ,@"‘3 y 0. Como hay uno positivo y otro
negativo concluirimos que es indefinida.

070 Un fallo habitual es clasificarla en funcion del signo de los elementos de la diagonal principal de la matriz
(sin diagonalizarla antes). Estos signos no determinan el cardcter de la forma cuadrdtica.

5. a) Consideremos la cuadricula:

1) ;De cudntas formas se puede pintar si cada casilla puede ser indistintamente blanca o negra? Como
tenemos 2 opciones para cada casilla y hay 16 casillas, el nimero de formas en que se puede colorear
es PR(2,16) = 216.

2) {De cudntas formas se puede pintar si debe haber 2 casillas blancas, 4 negras y 10 rojas? Se trata de
ordenar 2 blancas, 4 negras y 10 rojas:

16 16\ 14\ (10 16!
POR(2,4,10) = (2,4, 10) - (2) (4) (10) T2l 4l 10!

b) ;Cudntos nimeros de 4 cifras y multiplos de 5, empiezan por 3, por 5 o por 9 y contienen al menos un digito
que sea 7 y al menos un digito que sea 57 Consideramos como universo, U, el conjunto de los nimeros de
4 cifras y maltiplos de 5, empiezan por 3, por & o por 9. Tenemos que, aplicando el principio del producto
y considerando las opciones que hay para cada digito,

U] =3-10-10-2

En este conjunto universo, consideramos A el conjunto de los que tienen al menos un digito 7 y B los que al
menos tienen un digito 5. Buscamos pues el cardinal de AN B y, para ello, consideramos su complementario
y aplicamos inclusion-exclusion:

|ANB| =|U|-|ANB|=U|-|AUB|=|U|- (|4 + |B| - [ANBJ)
=3-10-10-2-3-9:9-2-2-9-9-1+2-8-8-1

6. En R®, determine la matriz de cambio de base de la canénica a
B =1{(1,1,0,0,1),(0,0,1,1,0),(0,0,-1,0,1),(1,0,1,-1,1),(0,1,0,1,0)}

La matriz de cambio de base de B a la canonica es

10 0 1 0
1 0 O 0 1
P=101 -1 1 0
01 0 -11
1 0 1 1 0

y, por tanto, la matriz de paso de la candnica a B serd su inversa, que calculamos a continuacion:

10 0 1 0[1000O0\ mem_-m (1 0 0 1 01 0000
10 0 0 1(01000)| mepm_m [00 0 -1 1/-1 100 0
01 -1 1 0/0 0 1 00 ~ 01 -1 1 0[0 0100
01 0 -1 1[0 00 1 0 01 0 -1 1/0 00 1 0
10 1 1 0/0 000 1 00 1 0 0|-1 00 0 1

10 0 1 0[1 00 00 10 0 1 0|1 0 0 00
Berm [ 01 -1 1 0/0 0100 | gepm-mp |01 -1 1 0,0 0 1 00
~ 00 0 -1 1|-1 10 0 0 ~ 00 0 -1 1|-1 1 0 00
01 0 -1 1|0 00 1 0 00 1 -2 1/0 0 -1 10
00 I 0 0|-1 00 0 1 00 I 0 O0|-1 0 0 01



1 0 0 1 0oy 1 0 O 0 O Fy« Fy+ F TP 00 1 01 O O O O
mer |01 -1 1 0/0 0 1 00| gepg_-mg |01 0 1 0/-10 1 0 1
=~ 0 0 1 0 O0|-1 0 O 0 1 ~ o o1 o0 O0j-1 0 O 0 1
o0 1 -2 1,0 0 -1 10 o 0060 -2 1,1 0 -1 1 -1
o o0 0 -1 1/-1 1 0 0 O o 00 -1 1,-11 0 0 O
Fi — Fi — Fy
Fy o Fs 100 1 0]1 0 0 0 0 Fem-F (1000 1]0 1 0
F,e—pm [0 10 1 0|-1 0 1 0 1 Fee a2 |01 00 1|2 1 1
] 0 0 1 O 0O |-1 0 0O 0 1 =~ o o0 1 0 O0/]-1 0 0
o o000 1 -—-1{1 -1 0 0 O o o001 —-1(1 -1 0
0 0 0 -2 1 1 0O -1 1 -1 o o0 o000 -1}3 -2 -1
F1 — F1 — F5
1 0 0 0 1 0 1 0 0 O Fy « Fy, — Fx 1 0 0 0 03 -1 -1 1
e g [0 100 1|-2 1 1 0 1| gemems |01 0001 -1 0 1
] o o010 O}-1 0 0 0 1 = o 01 0 0}j-1 0 0 0
0001 —-1y1 -1 0 0 O 0 0 0 1 0-2 1 1 -1
o000 1(-3 2 1 —-11 0O 0 0 0 1|-3 2 1 -1
La matriz solicitada, por tanto, es
3 -1 -1 1 -1
1 -1 0 1 0
Plt=f-1 0 0 0 1
-2 1 1 -1 1
-3 2 1 -1 1
1 8 a+l1
7. Se considera la siguiente matriz A= 0 -1 0
2 -5 -1

a) Para los valores de & = 3 y 8 = 0 encuentre una matriz diagonal semejante a la matriz A, indicando la
matriz de paso correspondiente. Para estos valores la matriz A es la siguiente

1 0 4
A=1 0 -1 0
2 0 -1
En primer lugar calculamos los autovalores
1—A 0 4
JA=X| =| 0 —1-2X 0 =(=1-2X) 1§A _14_A
2 0 —1-A

SN[ = A +N) 48 =1+ N[ =A% +8 = (1+A)(9—A2)

Por tanto los autovalores son —1, 3 y —3, todos con multiplicidad 1. Como todos los autovalores son
distintos, es diagonalizable. Para cada uno de ellos encontramos los autovectores resolviendo el sistema de
ecuaciones correspondiente que, si hemos calculado bien los autovalores, debe ser un sistema compatible

indeterminado. Para A = —1 tenemos
2 0 4 x 0
0 0 O Y = 0
2 0 0 z 0

y obtenemos que N_y1 = {(x,y,2) |z = 2 =0} = {(0,a,0) | a € R} = L({(0,1,0)}). Para X = 3,

-2 0 4 x 0
0 —4 0 v | =1 o
2 0o -4 z 0
y obtenemos que N3 = {(x,y,2) | y = 0,2 = 2z} = {(2a,0,a) | a € R} = L({(2,0,1)}). Para A = =3,
4 0 4 T 0
02 0 v 1= o0
2 0 2 1 0

— o O OO
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y obtenemos que N_g = {(z,y,2) | y = 0,2 = —z} = {(a,0,—a) | a € R} = L({(1,0,—-1)}). Una base
formada por autovectores es, por ejemplo, {(0,1,0),(2,0,1),(1,0,—1)}. La matriz diagonal y la matriz de
paso para esta base es

-1 0 O 0 2 1
D = 0 3 0 P=11 0 0
0 0 =3 0 1 -1

07j0: La matriz de paso P debe ser regular. Si, por ejemplo, hubiésemos obtenido una matriz con una
columna o una fila de ceros (como en algunos exdmenes corregidos) sequro que hemos cometido algin error.
Comprobamos que no nos hemos equivocado:

1 0 3 0 1 0 4 0 2 1 -1 0 O
P‘lAP:§101 0 -1 0 10 0 |= 0 3 0
1 0 -2 2 0 -1 01 -1 0 0 -3
Halle los valores propios de A en funcion de los pardmetros 'y 8. Calculamos los autovalores
1-A 06 a+1
A—A| =| 0 —1-XA 0 |=(-1-2) 15A _0‘1+_1A
2 B —1-2A

=14+N[A-NT+N)+2a+1)]=0+N1=A+2(a+1)] = (14+N[(2a+ 3) — A?]

Por tanto, los autovalores, que no dependen de 3, son A = —1, A = +y/2a+ 3 y A = —v/2a + 3 que serdn
reales solo en el caso de que o > —%.

Determine los valores de a y 3 para que A sea diagonalizable y tenga un valor propio doble igual a —1.
Para que —1 sea autovalor doble es necesario que 2a+ 3 = 1 y esto se tiene con a« = —1. Y para que sea
diagonalizable es necesario que N_1 tenga dimension 2 con dicho o.. 'Y esto es cierto si y solo si la siguiente
matriz tiene rango 1.

2 8 0
A—(-D)Iz3=[ 0 0 o0
2 -8 0

Esto solo es cierto si la primera fila y la tercera son linealmente dependientes. Para ello se debe cumplir
que 3 = —f. Por tanto, la respuesta es « = —1 y = 0.



