2. Estructuras Algebraicas

2.1. Conjuntos

Un conjunto es una reunién en un todo de determinados objetos bien definidos y diferentes
entre si. Llamamos elementos a los objetos que lo forman.
Requisitos:

e No ambiguedad.

e Elementos diferentes.

e El propio conjunto no puede ser un elemento.
Definiciones:

e Por extensién. A ={a,b,c,d}

e Por comprensién. B = {x € N | z es primo }

Si a es un elemento del conjunto A, decimos que a pertenece a A y lo denotamos por a € A.
En caso contrario lo denotamos por a ¢ A.
Definimos el conjunto vacio como el conjunto carente de elementos.

= {}
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Decimos que A = B si tienen exactamente los mismos elementos, es decir, si:
re Asiysélosiz e B

Decimos que A es un subconjunto de B o que A estd incluido en B, A C B, si se satisface
que
x € A implica que r € B

Para todo conjunto A se cumple @ C Ay A C A. Al resto de los subconjuntos los llamamos
subconjuntos propios.

Lema 1 Dados dos conjuntos Ay B, A= B siysdlosiACByBCA.

Diremos que A esta contenido estrictamente en Bsi AC By A # By lo denotamos por

AcCB
Trabajaremos siempre dentro de un conjunto mayor al que llamaremos universo o conjunto
universal.
Dado un conjunto A, llamaremos partes de A, ©(A), al conjunto de todos los subconjuntos
de A.

Llamamos cardinal de A al niimero de elementos que lo forman y lo denotamos por | A].

Lema 2 Dado un conjunto A, si |A| = n, entonces |p(A)| = 2".
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2.1.1. Operaciones con conjuntos

Sea U el universoy A, B C U.
Llamamos complementario de A al conjunto

A={z el |z ¢ A}
Definimos la unién y la interseccién respectivamente como
AUB={zclU|z€cAox € B} ANB={zclU|zecAyzec B}

Decimos que A y B son disjuntos si AN B = @.
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2.1.1. Operaciones con conjuntos

Sea U el universoy A, B C U.
Llamamos complementario de A al conjunto

A={z el |z ¢ A}
Definimos la unién y la interseccién respectivamente como
AUB={zclU|z€cAox € B} ANB={zclU|zecAyzec B}

Decimos que A y B son disjuntos si AN B = @.

Dada una familia de conjuntos, {A;};c;, definimos su unién y su interseccién resp. como
UAz’:{CUEZ/” existe i € [ con x € A;}
el
ﬂAi:{mEU\xeAi para todo i € I}
el

OTRAS OPERACIONES:

Diferencia: ANB={re€UU|x€Ayx¢ B}=ANB

Diferencia simétrica:

AAB={zeU|x € Aoz e Bperox ¢ ANB} =(AUB)~ (AN B)
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PROPIEDADES:

Doble complemen. A=A

Conmutativa AUB=BUA ANB=BnNA
Asociativa AU(BUC)=(AuB)UC An(BNnC)=(AnB)NC
ldempotencia AUA=A ANA=A
Absorcién AU(ANB)=A AN(AUB)=A
Neutralidad Aug=A ANU=A
Dominacién AU =U ANg =0

Inversas AUA=U ANA=0

de Morgan AUB=ANB ANB=AUB

Propiedades Distributivas
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION
|AUB| = |A|+ |B|—|AN B|
|JAUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANnC|—|BNC|+|AnBNC|
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2.1.2. Producto Cartesiano

Sea U el universoy A, B C U. Llamamos par ordenado a las listas del tipo (a,b) con a € A
y b € B. Ademas convenimos que

(a,0) = (a,V)siysblosia=da yb=1¥

Se define el producto cartesiano de A por B como el conjunto de todos los pares ordenados
y lo denotamos por A x B, es decir,

Ax B={(a,b)|aec Abe B}
La relacione existente entre los cardinales de estos conjuntos es la siguiente:

|Ax B| = |A] | B

2.2. Relaciones

Llamamos relacién binaria de A en B a cualquier subconjunto de A x B. Al conjunto A lo
llamamos conjunto inicial y al conjunto B conjunto final.

Sea R C A x B. Si (a,b) € R lo representamos por aRb y en caso contrario por a Rb.

Se definen los conjuntos dominio e imagen de una relacion R C A x B como

Dom(R) ={x € A| existe b€ B con 2Rb}
Im(R) ={x € B| existe a € A con aRz}

Y yma = . , . : .
ablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra Lineal y
k——'!- OCW UMA Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es. Bajo licencia ®®©

Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




2.2.1. Relaciones Internas

Decimos que una relaciéon es interna en un conjunto A si cumple R C A Xx A

Para cada conjunto A se define la relacién identidad en A como

al,b siysolosi a=0b

Propiedades que pueden presentar las Relaciones Internas:

e Reflexiva: Para todo a € A se tiene aRa

e Antirreflexiva: Para todo a € A se tiene a Ra

e Simétrica: Para todo a,b € A, si aRb entonces bRa

e Antisimétrica: Para todo a,b € A, si aRby bRa entonces a = b

e Transitiva: Para todo a,b,c € A, si aRby bRc entonces aRc
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2.2.2. Relaciones de Orden

Sea R una relacién interna en A.
Decimos que R es de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Decimos que dos elementos a,b € A son comparables si aRb o bRa.

Una relacién de orden es total si todos los elementos son comparables entre si; en otro caso
decimos que es parcial.
Ejemplo 3 Definimos en N la relacion "ser divisor de” como

a es divisor de b si y solo si existe m € N tal que am = b

e ;Es una relacion de orden?
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2.2.2. Relaciones de Orden

Sea R una relacién interna en A.
Decimos que R es de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Decimos que dos elementos a,b € A son comparables si aRb o bRa.

Una relacién de orden es total si todos los elementos son comparables entre si; en otro caso
decimos que es parcial.
Ejemplo 3 Definimos en N la relacion "ser divisor de” como

a es divisor de b si y solo si existe m € N tal que am = b

e ;Es una relacion de orden?

e ;Es total o parcial?
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2.2.2. Relaciones de Orden

Sea R una relacién interna en A.
Decimos que R es de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Decimos que dos elementos a,b € A son comparables si aRb o bRa.

Una relacién de orden es total si todos los elementos son comparables entre si; en otro caso
decimos que es parcial.
Ejemplo 3 Definimos en N la relacion "ser divisor de” como

a es divisor de b si y solo si existe m € N tal que am = b
e ;Es una relacion de orden?
e ;Es total o parcial?

e Si la definimos en Z, jes de orden?

¥ yma = . . . ; .
ablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra Lineal y
k——'!- OCW UMA Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es. Bajo licencia ®®©

Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain



2.2.2. Relaciones de Orden

Sea R una relacién interna en A.
Decimos que R es de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Decimos que dos elementos a,b € A son comparables si aRb o bRa.

Una relacién de orden es total si todos los elementos son comparables entre si; en otro caso
decimos que es parcial.
Ejemplo 3 Definimos en N la relacion "ser divisor de” como

a es divisor de b si y solo si existe m € N tal que am = b
e jEs una relacion de orden?
e ;Es total o parcial?
e Si la definimos en Z, jes de orden?

e ;Y si lo hacemos en R?
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2.2.3. Relaciones de Equivalencia

Una relacién interna se dice que es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dado un conjunto A # @, decimos que una familia de subconjuntos no vacios de A, {4}
es una particion de A si satisfacen las dos condiciones siguientes:

LU A = 4

2. Paratodo i,j € I con ¢ # j se tiene que A; N A; =@

en’

Sea R una relacién de equivalencia en Ay a € A. Llamamos clase de equivalencia de a al
conjunto
la] ={r € A|aRz}

Teorema 4 Sea R C A x A una relacion de equivalencia y a,b € A.
1. a € [d]
2. Si aRb entonces [a] = [b]
3. Si la] # [b] entonces [a] N [b] = &

Corolario 5 Las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia R en A forman una
particion de A.
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.

e Calcula [0].
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.
e Calcula [0].
e Calcula [1].
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

Prueba que =4 92) €s una relacion de equivalencia.
Calcula [0].
Calcula [1].

Determina Z /-,

mod 2) *
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de

equivalencias y lo denotamos por A/%
Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.
e Calcula [0].
e Calcula [1].

o Determina Z/— ... -

Generalizando tenemos que Z,, = Z/=,,,.,,., = 110}, [1], ... [m — 1]}.
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de

equivalencias y lo denotamos por A/%
Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.
e Calcula [0].
e Calcula [1].

o Determina Z/— ... -

Generalizando tenemos que Z,, = Z/=,,,.,,., = 110}, [1], ... [m — 1]}.

e ;A qué clase pertenece 19 en Z5?
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Llamamos conjunto cociente de A con la relacidon R al conjunto formado por las clases de
equivalencias y lo denotamos por A/%

Ejemplo 6 Dado un m € Z, consideremos en 7 la relacion

a4 =(modm) b si y solo si m es divisor de b — a

e Prueba que =049 €s una relacion de equivalencia.
e Calcula [0].
e Calcula [1].

o Determina Z/— ... -

Generalizando tenemos que Z,, = Z/=,,,.,,., = 110}, [1], ... [m — 1]}.
e ;A qué clase pertenece 19 en 757

o SiZy={[0],[1],[2], 138} y Zs = {[0], [1], [2], [3], [4]}, jes cierto que Z, C 757
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2.3. Funciones

Decimos que una relacién f C Ax B es una funcién o aplicacién si satisface las dos condiciones

siguientes:
1. Dom(f)=A

2. Si(a,b) € fy(a,c)€ f entonces b =c

NOTACION:
Escribiremos f: A— B vy f(a) =0
y diremos que b es imagen de a o que a es origen de b.

EJEMPLOS: [, e I,.

Sea f: A — B una aplicacion, X C Ay Y C B.
Llamamos imagen de X al conjunto

f(X) ={f(x) |z € X}
y preimagen o imagen inversa de Y al conjunto

) ={z €Al fx) eV}
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2.3.1. Tipos de Funciones

Sea f: A — B una funcidn.
e Decimos que f es inyectiva si f(x) = f(«') implica que x = ’

e Decimos que f es sobreyectiva si Zm(f) = B

e Decimos que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

2.3.2. Composicion de Funciones y Funcion Inversa

Dadas dos funciones f: A — By g: B — (' se define f compuesto con g como la funcién
gof:A—=C  (go [f)(x)=yg(f(z))

Diremos que f es inversible si la relacién f~! es una funcién.
Teorema 7 Una funcion es inversible si y solo si es biyectiva.

Teorema 8 Sea f : A — B una funcidn inversible. f~! es la tinica funcién que cumple

frof=Is fofl=1Ip
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