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5. Aplicaciones Lineales

5.1. Aplicaciones lineales. Definicion y propiedades

Sean V' y E dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo abeliano K'y f : V — FE una aplicacién. Decimos
que f es una aplicacion lineal si, para todo A € K y todo Z,y € V, se tiene que

f@+y) =@+ 1@ v  fZ) = Af()
o0, equivalentemente, para todo A\, € K y todo x,y € V, se tiene que
FOZ + pf) = M(Z) + pf (9)
Proposicion 1 Sea f : V — E una aplicacion lineal.
1. f(0)=0
2. Para todo & € V se satisface f(—%) = — f(Z)
3. SiU = {x1,...,x,}) CV entonces f(U) = ({f(z1),..., f(xz,)}) C E.
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5.2. Nucleo e Imagen

Definimos el niicleo de una aplicacién lineal como
Ker(f) = f'({0}) = {Z € V' | f(x) = 0}
Proposicion 2 Sea f : V — E una aplicacion lineal.
1. Im(f) y Ker(f) son subespacios de E y V' respectivamente.
2. f es inyectiva si y solo si Ker(f) = {0}
3. Ker(f) = {0} si y solo si para todo S C V L.I. se tiene que f(S) es L.I.

Llamamos rango de una aplicacion lineal a la dimensién del conjunto imagen:

rg(f) = dim (Im(f))
Si B es una base de V' entonces Im(f) = (f(B)) y rg(f) =rg(f(B)).
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5.3. Descomposicion Canonica

Dada una aplicacién lineal f : V' — FE, consideramos la siguientes funciones:
- p:V = V/ke(s) donde p(z) = [Z].
p es un epimorfismo y recibe el nombre de proyeccion.
- [ V/kex(sy = Im(f) donde f([Z]) = f(Z). [ es un isomorfismo.
- i :Im(f) —» E donde i(7) = Z.
i es un monomorfismo que recibe el nombre de inclusién.

Con estas aplicaciones se tiene que

f=iofop
Teorema 3 Sea f : V — FE una aplicacion lineal.
dim V' = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
Teorema 4 Sea f : V — FE una aplicacion lineal.

e f es inyectiva si y sélo si rg(f) = dim V.
e f es sobreyectiva si y sélo si rg(f) = dim E.
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5.4. Aplicaciones Lineales y Matrices.

Una aplicacién lineal viene determinada por las imagenes de los vectores de una base.

Sea f:V — E una aplicacién lineal, B; = {€1,...,e,} una base de V, By = {u3,...,u,} una base de E' y
f(él) = (a11, a1a, - .., G1y) resp. de By
f(é3) = (aar, ag, . .., agy) resp. de By
flen) = (an1,ana, - . ., py) resp. de By
Si ¥ = (x1,29,...,x,) en By, entonces f(Z) tiene como representacién en Bs la siguiente
a1 a921 P 0 T
a12 929 oo QAp2 )
AQim A2m ... Qpm i

Denotaremos a esta matriz por M(f, By, Bs).
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5.5. Espacios vectoriales isomorfos.
Dados dos espacios vectoriales V' y E sobre un mismo cuerpo K, decimos que una aplicacién f : V — E es un
isomorfismo de espacios vectoriales si satisface las dos condiciones siguientes:

e f es una aplicacién lineal.

e f es biyectiva.

y decimos que V' y E son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.
Teorema 5 Si V' es un espacio vectorial sobre K de dimensién n, entonces V' es isomorfo a K".

Proposicion 6 Sean V' y E dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K tales que dim(V') = dim(E).
Una aplicacion f : V. — E es un isomorfismo si y sélo si su matriz asociada (respecto de cualquier base) es
regular.

Teorema 7 Dos espacios vectoriales de dimension finita sobre el mismo cuerpo son isomorfos si y sélo si tienen
la misma dimension.
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5.6. Operaciones con aplicaciones lineales.

Teorema 8 Sean V' y E dos espacios vectoriales de dimension finita sobre un mismo cuerpo y sean By y Bs
bases de V' y E respectivamente.
Sif,g:V — E son ap. lineales y A = M(f, By, Bs2) y C = M(g, By, Bs) entonces:

e [+ g es una aplicacion lineal y A+ C = M(f + g, B1, By)
e \f es una aplicacion lineal (para todo escalar \) y NA = M(\f, By, By)
Teorema 9 Sean Vi, V;, y V3 espacios vectoriales de dimension finita sobre un mismo cuerpo y sean By, By y

B3 bases de Vi, V5 y V3 respectivamente.
Sif:Vi—=Voayg:Vy— Vsson ap. linealesy A = M(f, By, By) y C = M(g, Ba, Bs) entonces:

go f es una aplicacion lineal y CA = M(go f, By, Bs)
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5.7. Influencia del cambio de base en la matriz asociada a una aplica-
ciones lineal.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finitay By y By dos bases. Si P es la matriz del cambio de base de B,
a B, se tiene que
P = M(ly, By, By)

y, como consecuencia de ello, se tiene el siguiente resultado:
Teorema 10 Sea [ : Vi, — V5 una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita sobre una
mismo cuerpo. Si:

e By y B] son bases de V, y P la matriz de cambio de base de B; a B;.

e By y B!, son bases de V, y ) la matriz de cambio de base de B} a Bs.

o A= M(f, B, By) y A" = M(f, By, B;)
entonces A' = Q~1AP

Corolario 11 Sea f : V — V una aplicacion lineal (endomorfismo). Si:
e By y B] son bases de V' y P la matriz de cambio de base de B} a B;.
o« A= M, B)) y A' = M(f, B))

entonces A’ = P71 AP
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5.8. Diagonalizacion de endomorfismos

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo abeliano X' (R o C)y f:V — V una aplicacién lineal.
Buscamos una base en la que la matriz asociada sea lo mds sencilla posible, a ser posible, diagonal. Si esto
es posible, decimos que f es diagonalizable.

Si A= M(f,B)y f es diagonalizable, buscamos una matriz de paso P y una matriz diagonal tales que

D =P AP

2 1
Ejemplo 12 ( - ) es diagonalizable ya que

(03)-( )G 6

11
( ] ) no es diagonalizable.

0
Dado un endomorfismo f en un espacio vectorial, buscamos una base B = {¢é},¢és,...,¢€,} tal que la matriz
asociada a f en ella sea diagonal, es decir,
A 0 ... 0
0 X ... 0
miB =\ . T
0 0 ... X\,
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Teniendo en cuenta el modo en que se construye esta matriz, esto quiere decir que

f(éi) = ()\1, O, 200 O)T@SP.B = )\151
f(éé) = (O, )\2, 500 O)TBSP.B = )\252

f(én) =(0,0,...,\,)resp.B = \,é,
Por tanto, necesitamos una base cuyos vectores satisfagan que
f(@) = A&

para algln escalar \.
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5.8.1. Autovalores y Autovectores

Sea f:V — V una aplicacién lineal. Si f(&) = A & con & # 0, decimos que A es un autovalor o valor propio
y que Z es una autovector o vector propio.

e Cada autovector tiene asociado un (nico autovalor.
e Cada autovalor tiene asociados mds de un autovector (si Z es autovector asociado a \, uZ también).
Ejemplo 13 Sea [ un endomorfismo en un espacio vectorial de dimension 2 y sea B una base tal que la matriz

asociada a f en la base B es
2 1

0 3

Buscamos una base formada por autovectores (asi la matriz asociada a f en ella serd diagonal) Para ello vamos
a calcular todos los autovalores y autovectores de f

(65)(5)=2(2)

donde buscamos los valores de A\, x1 y x5. Despejamos:
2 1 Ty oy ) = 0
0 3 i) T2 - 0
para poder sacar el vector I introducimos la matriz identidad
2 1\ \ 10 r1\
0 3 0 1 x9 |
2—A 1 ZT1 . 0
0 3—A I o 0
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Nos queda entonces un Sistema de Ecuaciones Lineales Homogéneo (siempre compatible) con un pardametro (\)
y buscamos soluciones distintas a (0,0), es decir, necesitamos que el Sistema se Compatible Indeterminado. Para
ello, es necesario que
2— A 1

0 3—-A
Nos queda la ecuacion (2 — \)(3 — \) = 0 cuyas soluciones son 2 y 3. Por tanto, sélo para A\ =2 y para A\ = 3
el sistema es compatible indeterminado, es decir, sélo estos dos valores son autovalores.

Nos queda por averiguar cudles son los autovectores asociados a 2 y cuadles a 3. Para los de 2 resolvemos el

sistema obtenido cambiando A por 2

(%072 )(2)-(5)

y nos da como soluciones {(x1, z2)resp.Blzy = 0} = {(a,0)resp.Bla € R}.
Para calcular los autovectores asociados a 3 resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones

(7075 )(5)= ()

y obtenemos como soluciones {(x1, x2)resp.Blxy = x2} = {(a,a)resp.Bla € R}.
Hemos calculado todos los autovectores. Nos falta por ver si es posible elegir una base formada por autovec-
tores y si es posible, por ejemplo, la siguiente

B'={(1,0)resp.B, (1,1)resp.B}

=0

Para comprobar que con esta base hemos conseguido nuestro objetivo, vamos a calcula la matriz asociada a f
en ella mediante un cambio de base: la matriz de cambio de base de B’ a B es

11
0 1
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ylade B a B, su inversa. Efectivamente, haciendo el cambio de base obtenemos una matriz diagonal en la que
los elementos de la diagonal son los autovalores.

1 -1 2 1 11 20
0 1 0 3 0 1 0 3

5.8.2. Diagonabilidad. Teoremas fundamentales.

Sea f un endomorfismo en un espacio vectorial V' y sea A su matriz asociada en una base B. Para determinar
los autovalores y autovectores resolvemos la siguiente ecuacion:

AX = \X
(A— X)X =0

Este sistema es compatible indeterminado si y sélo si |[A — A/| = 0.
Llamamos ecuacién caracteristica de A a |[A — AI| =0y, si A; es una solucién de ella,

e )\, es un autovalor de Ay

e N,, = Ker(A — \;I) es el conjunto de autovectores asociados a ;.
Decimos que NN, es un subespacio propio.

Proposicion 14 Sea A una matriz cuadrada y \; un autovalor con multiplicidad «;.
0 < Dim(N),) < o
Teorema 15 Los autovectores asociados a autovalores diferentes son L.1.

Corolario 16 Si una matriz n x n tiene n autovalores diferentes, es diagonalizable.
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5 4
Ejemplo 17 Consideremos la matriz A = < Lo )

=N —-T\+6

Polinomio caracteristico: |A — X\ | =
1 2—A

Ecuacién caracteristica: N> — TA+6 =0

Autovalores: A1 =1 y Ao =06

Lm0y o 14 (w0,
(1 1><x2>—<0>:> 1=L({(1,-1)}) ( — ><x2>—<0>:> s = L({(4,1)})
L0 1 1 —4 5 4 1 4
(06)_5<1 1><1g><_11>

Recordemos que se dice que un polinomio, p(x), se puede factorizar en K si existen a,\1,...,\, € Ky

ai,...,q. € K tales que
p(z) =alz — )™ ... (x — \)*

y decimos que «; es la multiplicidad de \;.

Teorema 18 Una matriz A es diagonalizable si y sdlo si se satisfacen las condiciones siguientes
1. El polinomio caracteristico se puede factorizar en K.

p(x) =alz — )™ ... (x = A\)*
2. Para cada autovalor \;, se tiene que dim(Ny,) = «;.
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Ejemplo 19 A= 2 1 -6
-1 -2 0

Polinomio caracteristico: ~ |A — M| = =X — A2 + 21\ + 45 = —(A + 3)*(\ — 5).
Autovalores:  —3 con multiplicidad 2 y 5 con multiplicidad 1.

Autovectores:  N_3 = L({(—2,1,0),(3,0,1)}) y N5 = L({(—1,-2,1)}).

En B =1{(-2,1,0),(3,0,1),(—1,—2,1)} la matriz asociada a la aplicacién es diagonal.

-2 4 6 =7 =g =3 5 =l -3 0 0

1
PAP = 3 1 2 5 2 1 —6 1 6 =% | = 0 -3 0
—I =2 — -1 -2 0 0 1 1 0 0 5
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5.9. Aplicaciones de la diagonalizacion

Teorema 20 (de Cayley-Hamilton) Toda matriz cuadrada en C es raiz de su polinomio caracteristico.
Si el polinomio caracteristico o el polinomio minimo de A es a,x™ + - - - + a1x + ag entonces a, A" + --- +
a1A + agl, = 0,, En consecuencia,

an_lA"_l + -1 (llA ar (loln
an

Ar =

y, si ag # 0 (obsérvese que, en el polinomio caracteristico, ay = |A|) entonces

_anA"_l +--tal,
Qo

ATl =
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A0 .o 0

0 X ... O
Por otro lado, si A es diagonalizable con D = P71AP = . _ se tiene que A™ es
0 0 An
A0 0
0 Ay 0
(pDP'y" =pPDP 'PDP ' m PDP ' =pPD"P '=P| . . . |P"
0 0 A
/\% 0 0
0 5 0
-1 —1.-1 —1\—1 o —1 ~—1 -1
yA =(PDP ) =(P ) D P =P _ P
0 0 v
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Exponencial de una matriz: se define como

oo
1 .
€A — _—AZ
7!
1=0

. . . —1
En el caso en que la matriz se pueda diagonalizar como A = PDP ~ tenemos que

eM 0 0
0 e 0

ed = PePP =P P
0 O et
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