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6. Formas Bilineales y Producto Escalar

6.1. Formas bilineales

Sea V' un espacio vectorial sobre K. Decimos que una aplicacion f : V x V — K es una
forma bilineal si satisface:

i f(AX1 + px2,x) = Af(x1,%) + pf(x2, %)
i f(x,Axa + pxz) = Af(x,x1) + pf(x, x2)
para todo A\, u € K y todo x,x1,X3 € V.
Ejemplo 1
o f1 : R?2 x R? = R donde f((x1,22), (y1,Y2)) = T1y1 + T2y2 es forma bilineal.
o f,:R? x R? — R donde fo((z1,22), (y1,2)) = 23y1 + 2oy2 + 5 no lo es.
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6.1.1. Matriz de una forma bilineal

Sea B = {ey,e3,...,€e,} una base de V.

Six = (x1,29,...,2,) €y = (Y1,Y2,--.,Yn) respecto de la base B, entonces
f(e1,e1) f(er,eq) ... f(eq,en) Y1
f(eq,e1) f(ez,e2) ... f(eq, €p) Yo

f(x,y) = (z1 22 ... x,)

f(en,e1) f(en,€2) ... f(en, en) Yn
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6.1.2. Formas bilineales simétricas
Decimos que es simétrica si, para todo x,y € V,

f(x,y) =f(y,x)

y decimos que es antisimétrica si, para todo x,y € V,

f(x,y) = —f(y,x)

Proposicion 2 Seaf : V x V — K una forma bilineal.

o f es antisimétrica si y solo si f(x,x) = 0 para todox € V.

Proposicion 3 Sea f : V x V — K una forma bilineal y A su matriz asociada respecto de
cualquier base.

o f es simétrica si y sélo si A' = A.

o f es antisimétrica si y sélo si A = —A.

Y yma = . , . : .
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6.1.3. Formas bilineales degeneradas
Proposicion 4 Seaf : V x V — K una forma bilineal. Para todox €V,
£(0,x) =f(x,0) =0

Decimos que es degenerada si existe un vector xg € V tal que se cumple una de las dos
condiciones siguientes:

e Paratodoy €V, f(x9,y) =0
e Paratodoy €V, f(y,x0) =0

Proposicion 5 Sea f : V x V. — K una forma bilineal y A su matriz asociada respecto de
cualquier base.

o f es degenerada si y sélo si |A| = 0.

Y yma = . , . : .
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6.1.4. Clasificacion de formas bilineales por el signho

Decimos que una forma bilineal f es:

e definida positiva si f(x,x) > 0, para todo x # 0.
e definida negativa si f(x,x) < 0, para todo x # 0.

e semidefinida positiva si f(x,x) > 0, para todo x € V' y no es definida.

e semidefinida negativa si f(x,x) < 0, para todo x € V' y no es definida.

e indefinida en otro caso.

Proposicion 6 Sea f : V x V — K una forma bilineal.

v 'ma
—

e Sif es definida (positiva o negativa) entonces es no degenerada.

o Sif es semidefinida (positiva o negativa) entonces es degenerada.

Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra Lineal y
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6.1.5. Cambio de base

Teorema 7 Sea f una forma bilineal en V y B y B’ bases de V. Si
e A la matriz asociada a f en la base B.
e A’ la matriz asociada a [ en la base B'.
e P la matriz de cambio de base de B' a B.

Entonces A’ = P'AP.

¥ yma = . . . ; .
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6.2. Formas Multilineales

Sean Vi,...,V, y V,.1 espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.
Decimos que f : V4 x --- x V,, = V,,.1 es una aplicacién multilineal si

f(X17"' 7Xi—17>\Xi+MYi7Xi—|—17'"7Xn) —

= Af(X1,. -, X1, Xi, Xit1y - - - Xn) + f (X1, .+, Xi21, Yi, Xit1s - - - s Xn)

para todo \, u € K, todo i € {1,...,n} y todo x;,y; € V.
Llamamos forma multilineal en un espacio vectorial V' sobre K a toda aplicacién multilineal

f:VxVx--.xV—K

Y yma = . , . : .
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Decimos que es simétrica si, para todo xq1,...,x, € V,

f(x1,.. . Xi,. ., X, ..., Xn) = F(X1, ..., X5, ..., X4, ..., Xn)
y antisimétrica si, para todo xq,...,x, € V,
f(x1,. ., Xy, X4y ..., Xn) = —F(X1,...,X5,. .., Xi,...,Xn)
Decimos que es alternada si, para todo x1,...,x, € V,
si X; = Xj para algun i # j entonces f(x1,...,X;,...,Xj,...,Xn)

Teorema 8 Sea f una forma multilineal en un espacio V' sobre R (o C).

f es alternada si y sélo si f es antisimétrica.

Proposicion 9 Sea f una forma multilineal alternada.
e Si, para algin i, x; = 0 entonces f(x1,...,Xj,...,Xn) =0

e Sixy,...,xy son L.D. entonces f(xy,...,x,) =0

¥ yma = . , . : .
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6.3. Determinante

Sea V' un espacio vectorial sobre K (R o C) y B ={ey,...,e,} una base.
Llamamos determinante en B a la lnica forma multilineal alternada en V' del tipo detp :
Vx .n. xV — K que cumple

dgt(el, c..,€n) =1

Sean x; = (1, T, - - -, L) resp. de B (1 < i < n) vectores de V.

n n n
detp(x1,X2,...,Xn) ZthB(E 211 €51 E L252€j25 -« + 5 E :xm‘nejn)

Ji=1 J2=1 Jn=1
n n n
= E l’ljl E x2j2 e E anjn dgt(ejl,ej2, e ,ejn)
Ji=1 J2=1 Jn=1

n n n
= E E E ZE1j1£E2j2...l’njndgt(ejl,ej2,...,ejn>

s1=1j2=1 Jn=1

selo 1 2 ... n
detB(Xl,Xz,...,Xn)zae;(n)(—l) 8( )x1j1x2j2...xnjn con 0:< P . jn)

Y yma = . , . : .
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6.3.1. Determinante de una Matriz

(all a2 - - aln\

21 Q22 - A2y

\am Qp2 " ann)
|A| = detp(Ay Ay -+ A,) con A; = (ay;, a9, - . ., ayi) respecto de B.
so-{(13D) 00D
a1 G2 Q13

21 Q22 (23 | = A11022033 — A12021033 — A13A22031 — (11023032 + 13021032 + Q12023031

a31 Aaz2 a33

S@)|=41=24 |SG)|=5'=120  [S(6)| = 6! = 720

Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es. Bajo licencia
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6.3.2. Propiedades de los Determinantes de Matrices

1. El determinante de una matriz diagonal o triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal.

2. |A] = | A"

3. Al intercambiar dos filas (o columnas) el determinante cambia de signo.

4. Si dos filas (o columnas) son iguales, el determinante es cero.

5. Si una fila (o columna) es de ceros, el determinante es cero.

6. Si multiplicamos una fila (o columna) por un escalar ), el determinante queda multiplicado
por \.

7. Si una fila (o columna) es combinacién lineal de las restantes, el determinante es cero.

8. Si cambiamos la fila (o columna) A; por A; + AA;, el determinante no cambia.

6.4. Formas Cuadraticas

Sea V' un espacio vectorial sobre Ry f : V x V — R una forma bilineal simétrica. Llamamos
forma cuadratica asociada a f a la aplicacién

v: V>R o(x) = f(x,x)

Y yma = . , . : .
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y decimos que f es la forma polar de ¢. Ademas,
1
fey) = 5lex+y) — o) - ¢(x))

Ejemplo 10 Para cualquier par de vectores x = (x1,x9,%3) €y = (y1, Y2, y3)

f(x,y)=r1Y2 + 3x1y3 + Toy1 + 222y + Toys + 3xT3y1 + T3y + T3Y3

013 Y1
f(x,y):(xl T zzjg) 1 21 Yo
311 Y3
©0(X) = 22179 + 67173 + 273 + 27973 + 73
013 1
p(x)= (21 2 z3)| 1 21 Ty
311 T3

¥ yma = . . . ; .
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CLASIFICACION:
e Definida positiva si ¢(x) > 0 para todo x # 0.
e Semidefinida positiva si ¢(x) > 0 para todo x # 0 y no es definida positiva.
e Definida negativa si ¢(x) < 0 para todo x # 0.
e Semidefinida negativa si p(x) < 0 para todo x # 0 y no es definida negativa.
e Indefinida en otro caso.
Llamamos menores principales, P, a los menores M ..,

e Una forma cuadratica es definida positiva si y sélo si todos los menores principales son
estrictamente positivos.

P1>0, P2>0, N P,>0

e Una forma cuadrdtica es definida negativa si y sélo si P, es negativo y el resto de los
menores principales van alternando el signo.

P<0, P>0  PFP<0 P>0

Y yma = . , . : .
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6.5. Espacios con producto interior.

6.5.1. Producto escalar

Llamamos producto escalar en un espacio vectorial V' sobre R a cualquier forma bilineal,

definida positiva y simétrica.
VxV—R

Llamamos espacio vectorial euclideo a cualquier espacio vectorial dotado de un producto

escalar, (V).

6.5.2. Norma de un vector

En un espacio vectorial euclideo, (V, ), lamamos norma de un vector x a

|| = vx - x

Y yma = . . . ; .
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6.5.3. Propiedades
Sea (V,-) un espacio vectorial euclideo, x,y € V' y A € R.

) < [Py
xl 2 0

| —

2
3. ||x]| =0 siysdlosix=0
4 [lx+yll < =l + iyl

S5 |A- x| = [A] - [x]]

6.5.4. Angulo entre dos vectores

Sea (V,-) un espacio vectorial euclideo y x,y € V' dos vectores no nulos. Definimos el angulo
que forman x y y como
Xy
Q = arccos —————
x|l - llyl

En consecuencia, x -y = ||x]| - [|y|| - cos «

Y yma = . , . : .
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6.5.5. Ortogonalidad

Decimos que xj,Xz2,...,X, son ortogonales si x; - x; = 0 para todo ¢ # j.
Decimos que x es unitario si ||x|| = 1.

Decimos que X1, X2, ...,X, son ortonormales si son ortogonales y unitarios.
PROPIEDADES:

e Todo conjunto de vectores ortogonales es L.I.
e Sean X1, Xa,...,Xy vectores ortogonalesy 1 < i < n.

Todo vector de ({x1,...,X;}) es ortogonal a todo vector de ({Xj;1,...,Xn}).

e La matriz asociada al producto escalar en una base ortonormal es la identidad.

Y yma = . , . : .
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6.5.6. Bases ortogonales y ortonormales

METODO DE GRAM-SMITH: Sea {Xi,X3,X3,...,Xy} un conjunto de vectores L.I. en un

espacio euclideo.

u; = Xq
XUy
U2 = X2 — 1
uiu
X3U1 X3U2
Uz = X3 — u; — uz
uiu U2uz
XnU1 XnUnp-—1
Uy = Xp — up - - — n—1
uiuy Up-1Un-1
{uy,us,us,...,u,} es ortogonal y {u;?,uz’ usz’, ..., u,’} es ortonormal, donde
Uj
U_io =
[Jui]|

Ademids, para todo 1 < i <n,

Uxq, ..., x0) = Hug, .o owd) = Hud, . w'))

Y yma = . , . : .
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6.5.7. Orientacion de un espacio vectorial euclideo

Si consideramos una base ortonormal B = {ey, ..., ey} y definido el determinante, D(eq, ..., e,) =
1, decimos que B define una orientacién.

Cualquier base tendra determinante positivo o negativo (nunca nulo).

Diremos que otra base B’ es positiva si su determinante es positivo y negativa en caso
contrario.

En R? con la base candnica, cuando la orientacién de la base B = {u, v} es positiva,

Det(u,v) = ||u]| ||v]| sen a

que es el drea del paralelogramo formado por los vectores.
En R? con la base canénica, cuando la orientacién de la base B = {u, v, w} es positiva,
Det(u, v, w) es el volumen del paralelepipedo que determinan los vectores.

Y yma = . , . : .
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6.5.8. Producto vectorial

Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 orientado.
Definimos el producto vectorial de dos vectores, x e y, como el tinico vector x Ay que
verifica:

1. x ANy es ortogonal a x e y.

2. Si x e y son independientes, {x,y,x Ay} es una base orientada positivamente.

3. [Ix Ayl = |x]] ||y]| sena donde « es el dngulo formado por los vectores x e y.
PROPIEDADES:

1. Para todo x e y se cumple que x Ay = —(y A X).

2.xN0=0Ax=0.

3.Seanx #0ey #0.

x Ay = 0 siy sélo si x ey son linealmente dependientes.
Expresién analitica en R3:

env-( |

¥ yma = . . . ; .
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6.6. Diagonalizacion de formas bilineales simétricas

Recordemos que si f es una forma bilineal en V' (es decir, f : V x V — K), A es la matriz
asociada a f en una base By A’ es la matriz asociada a f en otra base B’, el cambio de base

es
A' = P'AP

donde P es la matriz de cambio de base de B’ a B.

6.6.1. Matrices ortogonales

Para que lo estudiado en el apartado anterior nos sirviera, seria suficiente que la matriz de
paso P fuese ortogonal (una matriz P es ortogonal si P~! = P?t)

PROPIEDADES:

e P es ortogonal si y sélo si sus columnas son ortonormales.
e La matriz de cambio de base entre dos bases ortonormales es ortogonal.

Pl=10|P| = 1.

e Si P es una matriz ortogonal,

Y yma = . , . : .
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6.6.2. Diagonalizacion de matrices simétricas
Teorema 11
1. Todas las raices del polinomio caracteristico de una matriz simétrica son reales.

2. Los autovectores asociados a autovalores diferentes, ademas de L.I., son ortogonales.

Por tanto, si una matriz simétrica, A, es diagonalizable, aplicando el método de Gram-Smith
a una base de cada uno de los subespacios propios, se puede diagonalizar de la siguiente forma

D = P'AP

Teorema 12 (Espectral) Toda matriz simétrica de coeficientes reales es ortogonalmente
diagonalizable.

Y yma = . , . : .
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3 =10

Ejemplo 13 Consideremos la matriz A= | —1 3 0
0O 0 2

Autovalores: 2 con multiplicidad 2 y 4 con multiplicidad 1.

Autovectores:
1 1
Ny = L({(1,1,0),(1,1,1)}) = L<{(_27 _270)7 (0,0,1)})
Ny = L({(1, -1,0)}) = L({(—=, ——=, 0)})
4 — ’ ’ — 27 \/57
1 1 1 1
4 0 0 = =5 0 3 —10 = = 0
1 1 11
0 20 — VAR 0 -1 3 0 =% 7 0
00 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1

¥ yma = . . . ; .
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6.7. Diagonalizacion de formas cuadraticas

RECORDEMOS QUE:
Dada una forma bilineal simétrica, f : V' x V — R, definimos la forma cuadratica asociada
a f como la aplicacién

w: V=R o(T) = f(Z,7)

y decimos que f es la forma polar de ¢. Ademas,

CLASIFICACION:
e Definida positiva si ¢(Z) > 0 para todo Z # 0.
e Semidefinida positiva si ¢(Z) > 0 para todo Z # 0 y no es definida positiva.
e Definida negativa si (%) < 0 para todo Z # 0.
e Semidefinida negativa si (%) < 0 para todo & # 0 y no es definida negativa.

e Indefinida en otro caso.

Y yma = . , . : .
ablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra Lineal y
k——'!- OCW UMA Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es. Bajo licencia ®@©

Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain



Decimos que una forma cuadrética estd en forma candnica si su expresién es suma de
cuadrados.

6.7.1. Método de los autovalores

Ejemplo 14 Consideremos la forma cuadratica (w1, %9, x3) = 23 + 2129 + T3 cuya repre-
sentacion matricial es

110 T
o(z1,m9,23) = (21 22 3) | 5 1 0 T
000 x3
Si calculamos los autovalores obtenemos:
1 3
— — 0
2 2
Es decir, existe una base en la que la representacion matricial es
1
o(x1, T, x3) = ( G a:g) 050 To
000 T4

siendo (x', oy, x%) la representacion en dicha base del vector (1, x2,x3).
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6.7.2. Método de Lagrange

Ejemplo 15

Cambio de base

Se tiene que

1™ ocw UMA

2 2
(11, T2, T3) = o] + 11T + T)

:($1+%ZL‘2)2—%$%+1‘§

=(ZL‘1+%ZE2)2+%$%

= 2 + 327
x’1=m1+%$2 T 1 % 0 1
xh = 9 zh |=1010 To
Th = 23 T4 001 T3
150 100 100 130
$10]=13210 020 010
000 001 000 001

Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra Lineal y
Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es. Bajo licencia
Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain
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Teorema 16 (de Sylvester) Todas las formas candnicas de una misma forma cuadrdtica
tienen el mismo nimero de coeficientes positivos, negativos y nulos.

e Llamamos rango al nimero de coeficientes no nulos (rango de la matriz).

e Llamamos signatura al niimero de coeficientes estrictamente positivos.

CLASIFICACION:
e Definida positiva si orden=rango=signatura.
e Semidefinida positiva si orden>rango=signatura.
e Definida negativa si orden=rango y signatura=0.
e Semidefinida negativa si orden>rango y signatura=0.

e Indefinida en otro caso.

Y yma = . , . : .
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6.7.3. Criterio de Sylvester

Llamamos menores principales, P., a los menores M; .1,

e Una forma cuadratica es definida positiva si y sélo si todos los menores principales son
estrictamente positivos.

P>0 FP>0 ..., P,>0

e Una forma cuadrdtica es definida negativa si y sélo si P, es negativo y el resto de los
menores principales van alternando el signo.

P<0, P>0 PFP<0, P>0

Y yma = . , . : .
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