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2.1 Probabilidad

Experimento aleatorio

Experimento cuyos posibles resultados son conocidos pero el
resultado concreto de cada realizacién es impredecible.

Ejemplos:
e Lanzar un dado
e Sacar una bola de un bombo

e Medir el n° de llamadas que recibe una central telefénica por
minuto

e Transmitir un bit en un canal ruidoso
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2.1 Probabilidad

Algebra de sucesos

e Suceso elemental (Sp)
Cada uno de los posibles resultados del experimento aleatorio

e Espacio muestral (E)
Conjunto de todos los sucesos elementales de un experimento
aleatorio

e Suceso (A 6 B)
Conjunto de posibles sucesos elementales, subconjunto del
espacio muestral
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2.1 Probabilidad
Definicién de probabilidad

e Frecuencia relativa

A Ra = N° realizaciones en que sucede A

R
fr(A) = Ry’ Rt = N°total de realizaciones del experimento

e Probabilidad
Frecuencia relativa a la que converge la aparicién de un suceso
en un experimento aleatorio cuando crece el nUmero de
realizaciones del experimento

fr(A) =P(A)
RT—00
Ejemplos:
P('3’ al lanzar un dado) = ¢
P('cara’ al lanzar la moneda) = 5
P(n° par al sacar bola de un bombo) = %
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2.1 Probabilidad

Axiomas
1. P(A)>0
2. P(E)=1

N N
3. P(IUAD)=2PA), si AinNAj=Q, Vi#j
i=1 i=1

De estos axiomas se deduce £
1. 0LPA)L1

2. P(@=0

3. P(A)=1-P(A)

4,

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
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2.1 Probabilidad

Probabilidad condicionada

Probabilidad de A condicionado a B, P(A/B), es la probabilidad del
suceso A sabiendo que se ha producido el suceso B

P(A N B)

P(A/B) = —P(B)

— P(AnB) =P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A)

Dos sucesos A y B son independientes si
P(A/B) = P(A) 6 P(B/A) = P(B)

es decir, si la ocurrencia de uno no influye en la probabilidad del
otro.

Por tanto, si dos sucesos A y B son independientes

P(AnB) =P(A)P(B)
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2.1 Probabilidad
Equiprobabilidad

Cuando los sucesos elementales son equiprobables:
N© de sucesos elementales de A

P(A) = .
N° de sucesos elementales del espacio muestral
N¢ de sucesos elementales de AnB
P(A n B) N2 de sucesos elementales del espacio muestral
P(A/B) = = =

P(B) - N¢ de sucesos elementales de B
N2 de sucesos elementales del espacio muestral

N¢ de sucesos elementales de AnB

N¢ de sucesos elementales de B
E
A
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2.1 Probabilidad

Teorema de la probabilidad total

Sea C; uno de los N sucesos de una particiéon del espacio muestral E

E
CinCi=@, Vi#j C i
A ANnCy 3
N
| JCi=C1uCou...uCy =E ANCNGs
i=1 C1 ANnCy
Cs

Cualquier suceso A del espacio muestral E puede expresarse como

N
A=|J(AnC)=(ANC1)U(ANC2)U...U(ANCp)
i=1
Por tanto, la probabilidad del suceso A se puede obtener como

N N
P(A) =Y P(ANC) = Y P(A/C)P(Ci)
i=1 =1
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2.1 Probabilidad

Teorema de Bayes

Sea A un suceso y C;j un suceso de una particiéon del espacio
muestral E, la probabilidad de C; condicionada a A se puede obtener

como ‘ . '
iy = PADSD _ FWERG)
Usando el teorema de la probabilidad total se obtiene
E
P(Cj/A) =w , O G
g:lP(AnC[) ANnCi XANCs3
P(A/Cj)P(C)) C ANCy ,
4

N
2. P(A/C)P(CY)
i=1
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2.1 Probabilidad

Canal binario

Modelo de canal caracterizado por las probabilidades del bit recibido
(0 6 1) condicionadas al bit transmitido (0 6 1)

To P(Ro/To) R_O

Transmisor Receptor

T2 R1

P(error) =P((R1 NTg)UP(RoNT1))=P(R1NnTo)+P(RoNT1) =
|P(R1/T0)P(To) + P(Ro/T1)P(T1)]

P(TonR1) P(R1/To)P(To)
P(R1)  |P(R1/To)P(To) + P(R1/T1)P(T1)
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2.2 Variable aleatoria
Definiciéon

Funcién que asigna un nimero real a cada posible suceso elemental
E

Sy
51 53 [ ] 56

X(Sl) X(Sz) X(53) X(54) X(55) X(Ss)

Esquema de sistema

Activacién

. S Variable | X(S)
Experlmgnto aleatoria ——
aleatorio X
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2.2 Variable aleatoria
Histograma

e Frecuencia relativa
Rx,a

X,
Rt
Rx an = N@realizaciones en el intervalo (x — A/2, x + A/2]
RT = N° total de realizaciones del experimento

fr(x, 8) =

fr(x, A)=P(x —0/2 < X <x+1/2)

RT—>OO
e Histograma fr(x, B)
A
X—q4 X-3 X-2 ! X-1 ! Xo X1 X2 X3 X
[ —— |

El area de cada barra centrada en xk representa la frecuencia
relativa fr(xk, A), y el drea total es 1
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2.2 Variable aleatoria
Funcién densidad de probabilidad

El histograma, cuando A — 0 y Rt — oo, tiende a la funcién densidad
de probabilidad

ff(xl A)
— =fx(x)
A—0,
A RT—>OO
fr(xr A)
A
Xo8 Xo7 Xo6 Xo5 Xo4 Xo3 szinli Xo X1 X2 X3 Xa X5 Xe X7 X
.Z’.
fr(xl A)
T, =500

R-,—-»oo

X
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2.2 Variable aleatoria
Funcién densidad de probabilidad

Si el espacio muestral tiene un conjunto finito (o infinito numerable)
de sucesos elementales la funcién densidad estd formada por deltas

_ A, fr(xA1)
Ejemplo: Ry — o0 A1 .
S e i 287 ...
X = Lanzar moneda '__1r | 1,?! : X
X =-1 M
(cruz) N £sea)
X(cara)=1 Ry — 00  remememdomis 2 _ ﬁ
1 : H
x(x) = 5(5(X+1)+5(X— 1) -1 1 X
A3
En general : x(X) 1
N A—0
Rt —
) =Y PX=xK)8(x—xk)| o I I
k=1 -1 1 X
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2.2 Variable aleatoria
Funcién densidad de probabilidad

Propiedades:
X1

1. fx(x)dx =P(xg < X <x1)

X0
2.J Fx(x)dx = P(=00 < X < 00) = 1

3. fx(x)=0, Vx
fx(x)

X0 X1 X
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2.2 Variable aleatoria
Funcién de distribucién de probabilidad

e Funcién de distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X

Fx(xX)=P(X<x)= J fx(u)du

e Propiedades:

1. 0<Fx(x)<1, vx 3. lim Fx(x)=0, lim Fx(x)=1

2. )= dF(iEX) 4. P(xo <X <x1) = Fx(x1) — Fx(x0)
fx(x)
1
X0 x X1 X x
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2.2 Variable aleatoria
Clasificacion

1. Continuas: Fx(x) continua con tramos estrictamente crecientes
2. Discretas: Fx(x) escalonada

3. Mixtas: Fx(x) discontinua con tramos estrictamente crecientes

D Fx(x) @ Fx(x) © Fx(x)
1t-on 1—
A
Xlo X1 X Xlo X1 X X
fx(x) fx(x)
1
g
X0 X1 X X0 X1 X X
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2.2 Variable aleatoria
Momentos

e Promedio de Rt realizaciones

X = Lanzar moneda, X(cruz) =x1 =-1, X(cara)=x2 =1

n | x(M
1 1 _ 1 A1 1
Xpr=— > x(M=_"(141-141-1+...41) =
2 1 RT RTZ; 10( )
3| -1 n=
4 | 1 4 6
5 | 1 Rr=(-1)—+1-—=—
6 1 1 10 10 5
7 1 _ N
8 -1 Xpy = Z Xk + fr(xk)
9 -1 k=1
10| 1

N
X= Xpy =Y Xk+P(X =xk)
RT—00 k=1
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2.2 Variable aleatoria
Momentos

e Promedio de Rt realizaciones
ff(xl A)
A

— 1]

X-4 X-3 X-2 : X-1 : X0 X1 X2 X3
e |

1<X<1.25

Xpy=...+1.01-

100+
L+ 1125 35 +.

Xpy ~ Z Xk - fr(xk, B) =

k=—00 k=—00

A

(o)
X= Xg, =J X - fx(x)dx
Rt—00 —00
A—0
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2.2 Variable aleatoria
Momentos

e Media
[e¢]

X =E[X]= f Xfx(X)dx

Ve J Z P(x = xk)6(x — xx)dx = ZXI(P(X Xk)

e Valor esperado o promedio de una funcién de una variable
aleatoria

e}

E[9(X)] = f g(xX)fx(x)dx

0 N N
£ J g0 D P(X = x)8(x — xi)dx = D g(xi)P(X = Xk

- k=1 k=1
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2.2 Variable aleatoria
Momentos

e Momento de orden n

o N
E[X"] = J X" 0)dx E ST XIP(X = x¢)
k=1

—00

Media: Valor cuadratico medio:
X = E[X] X2 = E[X?]
e Momento central de orden n

(o]
v.d.

N
E[(X-X)"] = f (x = X)"fx(x)dx =" > (xk = X)"P(X = X¢)
o0 k=1

Varianza: Desviacién tipica media:

02 = E[(X-X)?] = X2 X ox = VE[(X - X)?]
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2.2 Variable aleatoria

Momentos
Ejemplo:
X =valor de la cara superior al lanzar un dado
fx(x)
5,1 IR BRI
00 = Y =60x—=k) rrrrrrr
k=1 | ! —
1 2 3 4 5 6 X
1

X =E[X] = Zxkp(x Xk) = Zk
X2 =E[X?] = szp(x=xk) = Z el 21 15.166
k=1 « k=1 6 6
— N — 6 1
oy =E[(x=X)?] = D 0 = X)?PX =xk) = D (k= 3.5)? = =2.92
k=1 k=1
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2.2 Variable aleatoria
Distribuciones mas usadas

e Uniforme

fx(x)

1 1
fX(X)= {Xz_xl’ X1 <X <X2 X2-X1

0, resto

X1 X2 X
X2

_ JXZ xdx X2
aX1=X2  2(x1-x2)|
X1+ X2
2

2 (XZ_Xl)z
of=———
12
— — x% +x§ +X1X2

X2=02+X
X 3
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2.2 Variable aleatoria
Distribuciones mas usadas

e Bernoulli
fx(x) 3
P=2
00 = (1 - p)8(x) +ps(x — 1) | . T
X=p 0 1 X
_ Fx(x)
X2=p
ox=p-p*=p(l-p)
1
i
0 1 X
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2.2 Variable aleatoria
Distribuciones mas usadas

e Binomial
N N
)= (k)pk(l —p)N=ks(x — k)
k=0
- &) N=3,p=%
X =Np 4
og =(1-p)Np ;T T K
— — 0 1 2 3 X
X2=02+X =((N-1)p+1)Np Fx ()
7 1] ——
8
4
8
1
8
o 1 2 3 X
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2.2 Variable aleatoria
Distribuciones mas usadas

e Gaussiana o normal

(X_)_()z v 2
x() = eXp |~ | EX~NIX 05)

2 0'2
T[O'X X
Fx(x)
1 ——
1 —
f 1
X X X

Fx(x)=P(X £x) = f_)}x(U)du =3 (1 +erf (;X_f;)) =1-Q (%)
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2.2 Variable aleatoria
Transformacion de variable aleatoria

Transformacién de variable:
Y =g(X) — X =g~ 1(Y), aunque no siempre existe

Calculo de la funcién densidad de probabilidad:
1. Método directo

dg=(y)

frly) = dy

fx(@™r ()

2. Método indirecto
a) Fy(y)=P(Y<y)=P@X)<y)

dFy(y)

b) fr(y) = dy

Grado Ing. Sist. Telecomunicacién Tema 2: Sefiales aleatorias (Sistemas de Comunicaciones) 30/103



2.2 Variable aleatoria
Transformacion de variable aleatoria

Ejemplo:

Y=aX+b—-X=g7} (V)= —
a

_1 -b
fr = |2V % Do 1on = i« (y—)
la a
X fx(x)
X1 X2 X
fr(y)
IaKx;—xl)g N
ax;+b A ax;+b y
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Tema 2: Senales aleatorias

2.3 Variable aleatoria bidimensional
Definicién
Nube de puntos y frecuencia relativa
Histograma bidimensional
Funcién densidad de probabilidad
Funcién de distribucién de probabilidad
Marginales
Funcién densidad de probabilidad condicionada
Teorema de la probabilidad total
Momentos y relaciones entre variables
Distribuciones mas usadas
Combinacién lineal de variables aleatorias
Teorema Central del Limite
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Definicién

Funcién que asigna un par de numeros reales a cada posible suceso
elemental

E

S>
.

S Sa

°
S3 B
o \X(52),Y(52))

(X(51), Y(51))

(X(S4),Y(54))

(X(53), Y(53))

(6,2)

\ X

(3.9,-2.2) «

(-1,1.5) ¢

(-4.5,-1) f
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Definicién

Esquema de sistema

Activacion - X(S)
. S Variable

Experlmgnto »| aleatoria —

aleatorio XY —

’ Y(S)

Ejemplos:
1. Lanzar un dardo a una diana

X(S) = Coordenada X con respecto al centro de la diana

Y(S) = Coordenada Y con respecto al centro de la diana
2. Lanzar dos dados

X(S) = Valor del primer dado

Y(S) = Valor del segundo dado
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Nube de puntos y frecuencia relativa

e Nube de puntos

PN WRAUUGO

123456 X

e Frecuencia relativa de una variable bidimensional

Nx,y,A

frix,y, )= o

Nx,y,an = N realizaciones X € (x — %, X+ %], Ye(y- %, y+ %]
N7 = N@ total de realizaciones del experimento
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IMmensiona

2.3 Variable aleatoria bi

Histograma bidimensional

e Histograma bidimensional

A)/A?, por lo que el
y el volumen total es 1.

ryl

(x

Las amplitudes de las barras son f;
volumen de cada barra es f-(x, y, A)

’

36/ 103
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IMmensiona

2.3 Variable aleatoria bi
Funcién densidad de probabilidad

)
N
X
p—
>
=
Il
8
1l
<=
—
<
SN N
% <
~
W

y(x,y)

fx

2
2

,Y,02)

frix

A

JXI J‘Yl
Xo JYo

Tema 2: Sefales aleatorias (Sistemas de Comunicaciones)

fx,y(x, y)dxdy

P(xo < X<x1,Yo<Y <y1)
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Funcién densidad de probabilidad

Propiedades

J fX,Y(X' y)dxdy =P(xo < X <X1,Y0 <Y <Yy1)

f J fxy(x, y)dxdy =P(—c0o < X <00,—-co<Y <o00)=1
3. fXY(XY)>0 VX, y

fxy(x,ry)
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Funcién de distribucién de probabilidad

Funcién de distribucién de probabilidad

X ry
Fxy(x,y)=P(X<x,Y<y)= j J fx v(u, v)dudv
-0 J—00

fx,y(x,y) Fx,y(x,y)

X

Grado Ing. Sist. Telecomunicacién Tema 2: Sefales aleatorias (Sistemas de Comunicaciones) 39/103



2.3 Variable aleatoria bidimensional
Funcién de distribucién de probabilidad

Funcién de distribucién de probabilidad

X ry
Fxy(x,y)=P(X<x,Y<y)= J J fx v(u, v)dudv
-0 J—00

Propiedades:

Fx,y(x,y)

1. 0<Fxy(x,y)<1
2. lim Fxy(x,y)=0,
X——00,

y——0
Xli[g, Fxy(x,y)=1
“Fxy(X,y
3. fxy(x,y)=—"""—"
Xy

4. P(xo<X<X1,Yo<Y=<y1)=
Fx,y(x1,y1) — Fx,y(X1, Yo) — Fx,y(Xo0, ¥1) + Fx,v(Xo0, Y0)
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Marginales

Funciones densidad o distribucién de probabilidad de una variable
independientemente del valor de la otra variable

e Funcién densidad de probabilidad marginal

x(x)= J fx,y(x, y)dy

(o]

fry)= f x,y(x, y)dx

—0

e Funcién de distribucién de probabilidad marginal

Fx() = Jim Fxy(x,y) = P(X X, Y < @)

Fy(y)=lim Fxy(x,y) =P(X <00, Y <)

Grado Ing. Sist. Telecomunicacién Tema 2: Sefiales aleatorias (Sistemas de Comunicaciones) 41/ 103



2.3 Variable aleatoria bidimensional
Funcién densidad de probabilidad condicionada

Funcidén densidad de probabilidad de X condicionada a Y = yo

fxxy(%, yo) = fxiy (X, yo)fr(yo) = fxiv (X, yo) = Tx v yo)
fr(yo)
Funcién densidad de probabilidad de Y condicionada a X = xg
fx.y(x0,¥) = frix(y, xo)fx(x0) = frix(v, X0) = fxy(Xo,y)
fx(xo0)
fxy(x,y) Frix(y, x0)fx(xo) Foy, X))

X X X
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Teorema de la probabilidad total

Supongamos un par de variables aleatorias relacionadas X e Y, y
sea C; uno de los N sucesos de una particiéon del espacio muestral
de la variable aleatoria Y, de modo que

CinCi=@, Vi#j

N
|JCi=CiuCau...uCy=Ey
i=1

La funcién densidad de otra variable X se puede obtener

N

Fx() = fric CAP(C)

i=1
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Momentos y relaciones entre variables

Valor esperado o promedio de una funcién de una variable aleatoria
bidimensional

E[Q(X,Y)]=J f a(x, Y)fx,y(x, y)dxdy

M

N
d.
= E 9(Xk, YOP(X =Xk, ¥y = y1)
k=11=1

Media
co oo d N M
kv v.da.
X=E[X]= f f Xfx,y (X, y)dxdy =YD xkP(X =Xk, Y = y1)
—0 J—00 k=1

=1

v.d

. 0 0 N M
Y=E[Y]= f J Yy, y)dxdy = DTN yP(X =Xk, Y = yi)
-0 J—co k=11=1
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Momentos y relaciones entre variables

e Correlaciéon
Fx,y = E[XY] =f f xyfx,y(x, y)dxdy

’ "'x y = 0 — Variables ortogonales ‘

XleP(X =Xk, Y =Y1)

||Q

1=1

e Covarianza
ox,y =E[(X = X)(Y 7)]=J J (x = X)(y = V)fx,v(x, y)dxdy

Xk = X)(y( = YIP(X =Xk, Y = y1)

Q

V.

Il
M=

Il
_

>

k=11

45/103

’ox y = 0 — Variables incorreladas
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Momentos y relaciones entre variables

e Propiedades
1. Txy=oxy+XY 3. opy <0307
) 2" 5242 o 510 si Y =
2. r)z('stz,Yz 4. 0y, =0x0y si,ysolosiY=aX+b

e Coeficiente de correlaciéon

ox,y E[(X = X)(Y = Y)]
Px,y = = — —
0x0y  E[(X — X)2]E[(Y = Y)?]
y ox,y =0.05 y px,y =0.95
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Momentos y relaciones entre variables

e Variables Independientes
Variables que no tienen ninguna relacién, ni determinista ni
estadistica

L fxy(Gy) =fx(x), frix(x,y) =fr(y)
2. fxyOGy)=x0Ofy(y) , Fxy(x,¥) =Fx(xX)Fy(y)
e Propiedades
1. E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]IE[h(Y)]
2. oxy=E[(X=X)(Y=Y)] =E[X —X]E[Y — Y] = 0 - Incorreladas
3. Txy=E[XY]=E[X]E[Y]=X-Y @» Ortogonales

e Ejemplos
¢ Independientes
- Lanzamiento de dos dados, sacar una bola de dos bombos iguales
¢ No independientes
- Relacidn estadistica: estatura y nimero de pie, temperatura y latitud,
sacar dos bolas consecutivas de un bombo
- Relacién determinista: volumen de una burbuja y su radio, velocidad
de salida y distancia de alcance de un proyectil
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Momentos y relaciones entre variables

. L. X=0 .
Independencia — Incorrelacion — Ortogonalidad
Y=0
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Distribuciones mas usadas

e Gaussiana bidimensional (variables independientes)

1 ((x—)_()2 (v -Y)?
X +

2TOx0Oy

fxy=

) =fx(x) - fr(y)

2 2
20y 20y

fxy(x,y)
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Combinacion lineal de variables aleatorias

Variable aleatoria suma: |Z=X+Y

e Funcién densidad de probabilidad
Método indirecto

Fz2(2)=P(Z<z)=PX+Y<z)=P(—00<X<00,Y<z-X,)

Si X e Y no son independientes el calculo es complicado, pero si
son independientes, se puede demostrar que

Fz(2) = f fxOOFy(z = X)dx = |f2(2) = fx(2) * fr(2)|
¢ Media . L
Z=E[Z]=E[X+Y]=E[X]+E[Y]=X+Y
e Varianza
02 =E[(Z-2)’1=E[(X-X)+(Y -Y))?1 =02 + 02+ 20xy
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Combinacion lineal de variables aleatorias

Ejemplo:
Z=X+Y

X,Y = Lanzamiento de una moneda (cruz=-1, cara=1)

1 fX(1X) fY(f/)
LT Ly
_1 1 X -1 y
{Z(Z)
g * g
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Combinacion lineal de variables aleatorias

Variable aleatoria combinacién lineal
N
Z= Z axXk
k=1

e Funcién densidad de probabilidad (Xk independientes)

= tel(5) (&) - w5

e Media N
Z=E[Z] = Z arX
e Varianza
_ N N N
0Z=E[(Z-2)’1=) a0} + D D anamOx,xn
k=1

n=1m=1,
m#n
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Combinacion lineal de variables aleatorias

Ejemplo:
1 N
Zn=1 D Xk
k=1

Xk variables independientes y uniformes en el intervalo [—A%, %]

ka(x)
1|
_A A X
2 2
8 fZ4(Z)
3A
_A A _ A o ala oz
2 2 2 2 2 2
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Teorema Central del Limite

e Definicion formal
Sea la variable aleatoria

1 N
N = — Xk
i

donde Xk son variables independiintes e idénticamente
distribuidas (iid), de media cero (Xx = 0) y varianza 0)2(
El Teorema Central del Limite afirma que

Zo ~N(0, 0%)

e Definicién general
La suma de un nimero elevado de variables aleatorias
independientes, si ninguna tiene una varianza mucho mayor
que las demds, tiende a distribuirse aproximadamente como
una variable gaussiana
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2.3 Variable aleatoria bidimensional
Teorema Central del Limite

Ejemplo de suma de variables aleatorias

---N(0,0%)
-4 -3-2-10

1 2 3 4 Z

Grado Ing. Sist. Telecomunicacién

-4 -3-2-10

1 2 3
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Tema 2: Senales aleatorias

2.4 Analisis de senales deterministas

Caracterizacién de senales deterministas
Promedios temporales

Correlacion

Autocorrelacién

Potencia de la suma

Transformada de Fourier

Densidad espectral de potencia o energia
Sistemas lineales
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2.4 Andlisis de senales deterministas
Caracterizacion de sefales deterministas

e Funciones para caracterizar sefiales deterministas

Tiempo Frecuencia

Caracterizacion TF ’
Totmion ——— x(t), x[n] X(), X()
Caracterizacion TF ’
Parcial — Rx(71), Rx[n] Sx(f), Sx(f")

x(t), x[n] = Expresiones analiticas de sefiales en el tiempo
X(f), X(f) = Expresiones analiticas de sefiales en frecuencia
Rx(T), Rx[n] = Autocorrelacién determinista

Sx(f), Sx(f’) = Densidad espectral de potencia o energia
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2.4 Analisis de sefales deterministas
Promedios temporales

Definicién:
e Para sefales de energia:
< x(t) >=J x(t)dt, <x[n]>= Zx[n]
n=—oo

e Para sefiales de potencia:

T/2 1 N
<x(t) >= II—ETJO?J_;(/(;)dt' <x[n] >= I|m LN, Zx[n]

e Para sefiales de potencia periédicas:

1 No-1

1 (Mo
<x(t) >= T_ofo x(t)dt, <x[n] >= o Z x[n]

0 n=0
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2.4 Analisis de sefales deterministas
Promedios temporales

Propiedades:
e Para sefales de energia:
o <x(t) >=X(f)lf=0, <x[n]>=X{F")lr=0

 Energia: < x2(t) >_f x2(t)dt, <x%[n] >= Z x2[n]

n=-—o0o
e Para sefiales de potencia:
¢ Potencia:

1 T/22 1 N 2
2 .
< x4(t) >= lim = xc()dt, <x4[n]>= lim E n
() T—o0 J-T/z() [ ] N—oo 2N +1 [n]

e Para sefiales de potencia periddicas:
e <Xx(t) >=Xo, <x[n]>= X (coeficiente espectral)

e Potencia:
1 To 1 No—1
<x2(t) >= —J x2(t)dt, <x%[n]>=— Z x2[n]
T() 0 NO n=0
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2.4 Analisis de sefales deterministas
Promedios temporales

Ejemplo:
x(t) =Acos(wot+¢)

Sefial de potencia periddica

To/2 To/2
< x(t) >= _J x(t)dt = —J Acos(wot+¢)dt=0
To/2 To/2
<X%(t) >=Px = ?

Ejemplo:
y(t) =e~u(t)
Sefal de energia (a > 0)

(o) (o] e—at
<y(t)>= f y(t)dt = f e dt =
—00 0 -

<y?()>=E,=(Qa)7!
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2.4 Anélisis de senales deterministas
Correlacion

Medida de la diferencia de dos sefales

x(t)
o

A2

<e2(t) >= < (x(t) = x1(t))? >=

<x2(t) > + < x2(t) > -2 < x()x1(t) >=

f xz(t)dt+f xi(t)dt—zf x(t)x1(t)dt

—00 - —00

Ex Exq Correlacion
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2.4 Anélisis de senales deterministas
Correlacion

Correlacion

Ryx,y(T) =< x(t)y(t — T) >= Joo x(t)y(t — T)dt = x(T) * y(-T)
x(t) y(t)
/\ 2oL ‘o
v TV
Rx,y(T)
/\

‘\/ o\ s
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2.4 Anélisis de senales deterministas
Autocorrelacion

e Definicién
Rx(T) =< x(t)x(t—T1) >, Rx[m]=<x[n]x[n—m]>

e Descripcién
Medida de la similitud de una sefal consigo misma desplazada.
Conserva informacién sobre del ritmo de variacién de la sefal
con el tiempo, pero se pierde la informacién de fase

e Propiedades
1. Rx(1)=Rx(—T)— funcién par
2. Rx(0) =< x2(t) >= Energia o Potencia de x(t)
3. |Rx(T)I £ Rx(0)
4. xd(t)=x(t—=T) = Rx,(T) =Rx(T)

Grado Ing. Sist. Telecomunicacién Tema 2: Sefiales aleatorias (Sistemas de Comunicaciones) 63/103



2.4 Anélisis de senales deterministas
Autocorrelacion

e Ejemplo:
x(t) =Acos(2nfot + ¢)

To/2
Rx(T) == f A? cos(2mfot + @) cos(2nfo(t — T) + ¢p)dt =
0

—To/2

1 To/2 A2

— — (cos(4mfot — 2mfo T+ 2¢) + cos(2mfoT)) dt =
To J-1o/2

A2
> cos(2mfoT)

y(t) = cos(4mnfot — 2mfoT + 2¢)
cos(—2mfoT+2¢)

N AN
VA VERVEAVA
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2.4 Anadlisis de senales deterministas
Potencia de la suma

Sea z(t) una sefial determinista de potencia tal que z(t) = x(t) + y(t)
La potencia de la sefal z(t) es

Pz =R;(0) =< 2%(t) >=< (X(t) + y(t))* >=
<x%(t) > + < y?(t) > +2 < x(Dy(t) >=
| Px+ Py + 2Ry y(0) |

Si correlacién cruzada de las sefiales es cero (sefiales ortogonales)

entonces
Ray(0) =0 =[Pr =P +7y]
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2.4 Andlisis de senales deterministas
Transformada de Fourier

e Tiempo continuo

X(w) =J x(t)e Iwtdt, x(t) = zif X(w)el“tdw

—00 T — 00

X(f) =J x(t)e 2 tdt, | | x(t) = f X(He?tdf | f=——

—o _ 2T

e Tiempo discreto

[’} /2
X(Q) = Zx[n]e‘fQ”, x[n]=%f X(Q)edQ

n=—00 —1/2

® . 1/2 - Q
X(f)= D x[nle™?"| |x[n]= f X(felPndf’ | f'=—

‘oo -1/2 2n

e Teorema de muestreo

X[l =xc(nTm) > X(F) = 3. fm-XcFm(F =KD} =4

k=—00
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2.4 Analisis de sefales deterministas
Densidad espectral de potencia o energia

e Definicion
[o.0]

Sx(f) = TF{Rx(1)} = f Ry(T)e™ 12U gt

—00

Sx(f) = TF{Rx[m]} = D Rx[m]e™2¥'™m
n=-—oo
e Propiedades:
1. Sx(f) es real, par y positiva

f2
2. ZJSX(f)df= Potencia o energia de x(t) en la banda [f1, f2]

1
[oe]

3. J Sx(f)df = Potencia o energia total de x(t)
—00
4. Sx(f) = |X(f)|? para sefiales de energia
[oe]
5. Sx(f)= Z lak|?8(f — kfo) para sefiales periédicas

k=-—c0
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2.4 Anadlisis de senales deterministas
Sistemas lineales

Caracterizacion de la salida de un sistema lineal

x(t) | sistema LTI | Y(©)

- h(t)

y(t) =x(t) * h(t)

e Autocorrelacién a la salida de un sistema lineal
Ry(T) = Rx (1) * h(T) * h(—T)
e Densidad espectral de potencia o energia

Sy(f) = TF{Ry(T)} = TF{Rx(T) * h(7) * h(-T)} = Sx(NIH()I?

v ™ Martos Nay 3 a ; Can ipi H i
ya, E; Fernandez Plazaola, U.; Caiiete Corripio, F.J; Luque Nieto, M.A.
L_.—!_ ocw U MA (2012) Si de G icaci oCcw. de Malaga, http:liocw.uma.es @@(@@
Bajo licencia Creative C ibution-NonC: i ike 3.0 Spain BY NC SA
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Tema 2: Senales aleatorias

2.5 Senales aleatorias

Caracterizacién de senales aleatorias
Definicién

Caracterizacion estadistica
Sefiales estacionarias

Sefales ergédicas

Correlacién y covarianza
Relaciones entre sefiales aleatorias
Potencia de la suma

Densidad Espectral de potencia
Sistemas lineales

Ruido: modelo AWGN
Cuantificacién
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion de senales aleatorias

e Funciones para caracterizar sefales aleatorias

Caracterizacién Tiempo Frecuencia
Total ——— x(t), x[n] —— X(), X(f")
(deterministas)
Caracterizacion
Parcial Rx(T), RxInl 77 su(f), Sx(f")
(deterministas y Rx(T), Rx[n] Sx(f), Sx(f)
aleatorias)

e x(t), x[n] = Expresiones analiticas de sefiales en el tiempo
o X(f), X(f') = Expresiones analiticas de sefiales en frecuencia

e Rx(T), Rx[n] = Autocorrelacién determinista
e Sx(f), Sx(f’) = Densidad espectral de potencia o energia

e Rx(T), Rx[n] = Autocorrelacién estadistica
e Sx(f), Sx(f’) = Densidad espectral de potencia estadistica
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2.5 Senales aleatorias
Definiciéon

Conjunto de sefales (realizaciones) que resultan de un experimento
aleatorio Realizaciones

x1(t)

—_—

x2(t)

——

x3(t)

[E—

Senal
X(S(t)) Aleatoria

“5(1’)

E.A.

Arranque

® f
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2.5 Senales aleatorias
Definiciéon

Conjunto de variables aleatorias asociadas a cada instante de
tiempo

x1(t) t1 t tn
e 1 1 |
| ST\~
T R T ~t
x3(t) | | |
Lo — LN\, o t
\g 't ~~ A~ T
| X(s(t) | - | xSy | - | x(sw)) | -
Variabl == k- --- L Pl k- - ~---- '
Mestorims — . 1s) Y sty fse) T
|| E.A.(t1) E.A.(t2) E.A.(ty) |
Arranque ! !

i L o
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

e Caracterizacioén total
Funcién densidad de probabilidad conjunta de todas las
variables. Es muy dificil de obtener y casi siempre inmanejable.
e Caracterizacién parcial
Basada en dos estadisticos: media y autocorrelacién
e Media
Funcién cuyo valor para cada instante t es la media estadistica de
la variable correspondiente

X(t) =E[X(D] = f xfxy(x)dx, X[n]=E[X[n]]= f Xfx[n](X)dx

e Autocorrelacién
Funcién cuyo valor para cada par de instantes t1 y t; es la
correlaciéon estadistica de las variables correspondientes

[ee] (o 0]
Rx(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] =J J X1X2fx(t1), x(t) (X1, X2)dXx1dX2
—00 J—00

(o) o0
Rx[n1,n2] =E[X[M1X[n2]] =J J X1X2fx[n11,x[n.1(X1, X2)dXx10dX2
—00 J—0
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

e Media
x1(t)

- t |
X(to) = ElX(t0)] 20 ‘

x3(t) !

e Autocorrelacion
x1(t)

x2(t) §

Rx(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] |
T St

x3(t) ! !
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2.5 Senales aleatorias

Caracterizacion estadistica

Ejemplo:

X(t) =Acos(2nfot + )

donde & es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—m, 7]

x1(t), x2(t), x3(t)

Acos(2mfot1 + ¢)

Acos(2mfoty + ®)

Acos(2mfoty + ©)

f

1

f

>

Arranque @

E.A.
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

Ejemplo:
e Media

__ n 1
X(t) =E[X(t)] =E[Acos(2rfot+9)] = fA cos(2nfot+¢)£d¢ =0

-T

s(t) = cos(2nfot + ¢)

Ay \NVaN
VARVAR VAR v
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

Ejemplo:
e Autocorrelacion
Rx(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] = E[A2 COS(2T[fot1 + ®) cos(2mfoty + ®)]

JAZ cos(2mfot1 + @) cos(2mfots + <p)—d<p

-7

= J —cos(2mnfo(t1 +t2)+2¢)do +J — cos(2mfo(tz — t1))d¢
_n4n _gan

A2
== cos(2mfo(tz — t1))

s(t) = cos(2mfo(t1 + t2) + 2¢)

ms(m(wzy‘/\ /\
U U U
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

Ejemplo:
X[n], sefal discreta en tiempo cuyas variables aleatorias son
independientes y uniformes en el intervalo [—A, A].

X1[”]+ * 9 w A
P 3 ‘_-_._T_._._._Q_‘_?_‘_._._'_ y

x2[n] ’ 1 "
! ! n -A

o | » A
: | n -A

xa[n] | l )
i I | I I I : n -A

xs[n] : . .
| | n -A
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2.5 Senales aleatorias
Caracterizacion estadistica

Ejemplo:
X[n], sefal discreta en tiempo cuyas variables aleatorias son
independientes y uniformes en el intervalo [—A, A].
e Media
— © Al
X[n]=E[X[n]] = f Xfxn1(x)dx = J x—dx=0
_oo _a 2A
e Autocorrelacién
A2
Rx[n1,n2] = E[X[N1]X[n2]] = ?5[171 —n2]

Hay que distinguir dos casos
e N1 #nN2
Rx[n1,n2] =E[X[n1]1X[n2]]1 = E[X[N1]]E[X[n2]]1=0

* M=nz oo A 1 31 A2
Rx[n1,m]=E[X?[n]]= J X*fxin1(x)dx = fxz—dx = —|=—

—oo Ja 2A 6A|_, 3
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2.5 Senales aleatorias
Sefales estacionarias

e Definicién
Sefal cuyos parametros estadisticos no cambian ante cualquier
desplazamiento temporal. Sus realizaciones son sefiales de
potencia

e Ejemplos (realizaciones significativas):

Xl(t)/ XZ(t)l X3(t) /

y1(t), y2(t), y3(t)
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2.5 Senales aleatorias
Sefales estacionarias

e Estacionariedad en sentido amplio
Para ser estacionaria en sentido amplio debe cumplir dos

requisitos:
e Estacionaria en la media
La media es constante

X(H)=E[X()] =K, Vt, X[n]1=E[X[n]]1=K, Vn

e Estacionaria en la autocorrelacién
La autocorrelacién sélo depende de la diferencia de instantes de

tiempo
Rx(t1, t2) = Rx(t1, t1 + T) = E[X(t1)X(t1 + T)] = Rx(T), Vi1

Rx[k1, k2] =Rx[ki1, k1 +n]=E[X[k1]X[k1 +n]]=Rx[n], Vki1

e Ejemplo:
X(t) =Acos(2nfot+ ®), donde & es uniforme en el intervalo [—m7, 7]
2

_ A
X(t)=0, Rx(ti1,t2)=Rx(t1,t1+71)= 7 cos(2nfoT)
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

e Definicién de sefal ergddica
Sefal estacionaria para la que el promedio temporal de
cualquier realizacién es igual al promedio estadistico

N ———r N

i U m - <x3(t) >

E[X(to)]  E[X(t1)]
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

e Definicién de sefal ergddica
Sefal estacionaria para la que el promedio temporal de
cualquier realizacién es igual al promedio estadistico

e Sefales ergddicas en sentido amplio
e Ergddica en cuanto a la media

< xk(t) >= X(t), Vk
e Ergddica en cuanto a la autocorrelacién
Rx (T) =< xk(t)xk(t — T) >= Rx(T), Vk

e Concepto de ergodicidad
Cualquier realizacién es representativa de la sefial, contiene
toda la variabilidad de la sefal aleatoria

e Propiedad importante

Rx(0) =< xZ(t) >=Px,, Vk
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

Ejemplo:
X(t) =Acos(wot + @)

donde & es una variable uniforme en el intervalo (—m, 7]
e Ergddica en cuanto a la media
<xk(t) >=0=X(t)

e Ergédica en cuanto a la autocorrelacién

A2
Rx(T) = EY cos(woT) = Rx(T)
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

Ejemplo:
X(t) =Acos(wot+ @), donde A y & son variables independientes y
uniformes en los intervalo [0, 1] y (—m, ] respectivamente

x1(t), x2(t), x3(t)
t ty t

N
4 4 L
Acos(2mfot1 + @) || Acos(2mfoty +®) || Acos(2mfoty + @)
f f f

Arranque @ E.A.
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

e Ergddica en cuanto a la media
X(t) =E[X(t)] = E[Acos(wot+ ®)] =
T 1 1
f J acos(wot+ ¢)—dodda=0
—nJo 21
To/2

1
< xk(t) >= —J ai cos(wot+ ¢x)dt=0
To J_1or2

< xx(t) >= X(t) = 0 — es ergddica en cuanto a la media
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2.5 Senales aleatorias
Sefales ergédicas

e Ergddica en cuanto a la autocorrelacién

Rx(T) =Rx(t1, t1 + 1) = E[X(t1)X(t1 + T)] =

1 rm 2
f f ;_n cos(woty + @) cos(wo(t1 + T) + ¢)dpda =
0 J-m

1 pm 42
J J % (cos(wo(2t1 + T) + 2¢) + cos(woT)) dpda =
0 J-m

1 aZ 1
cos(wo'r)J —da=|—=cos(woT)
0o 2 6

—To/2
2
a
Rx, (1) = Jaicos(wot+¢k)cos(wo(t+‘r)+¢k)dt= ?kcos(wo‘r)
—-To/2

Rx,(T) # Rx(T) — no es ergddica en la autocorrelacion
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2.5 Senales aleatorias
Correlacién y covarianza

Para analizar la relacién estadistica de dos sefales se suelen usar
dos funciones: la correlacién y la covarianza.
Su definicién para sefales estacionarias es

e Correlacién
Rx,y(1) =E[X(t+ T)Y(1)]

e Covarianza
Cx,y(T) = E[(X(t + T) = X(©)(Y(t) = Y(1))]
Ambos parametros estdn relacionados

Rx,y(T) = Cx,y(T) + X(t) - Y(t)
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2.5 Senales aleatorias
Relaciones entre senales aleatorias

e Independencia
Si las variables aleatorias de X(t) son independientes de las

variables aleatorias de Y(t)
e Ortogonalidad
e En sentido estricto: Rx,y(7) =0, VT
¢ En sentido amplio: Rx,y(0)=0
e Incorrelacién

¢ En sentido estricto: Cx,y(1) =0, VT
e En sentido amplio: Cx,y(0)=0

, ., X(D=0 ,
Independencia — Incorrelacion X(O=0, Ortogonalidad
Y(5)=0
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2.5 Senales aleatorias
Potencia de la suma

Sea Z(t) una sefal aleatoria estacionaria tal que Z(t) = X(t) + Y(t)
La potencia de la seflal Z(t) es
Pz =Rz(0) = E[Z*(t)] = E[(X(t) + Y())*] =
ELX?(t)] +E[Y?()] + 2E[X(D)Y ()] =
Rx(0) + Ry(0) + 2Rx,y(0) =
’ Px + Py + 2Rx,y(0) ‘

Si las seflales son ortogonales entonces

Rx(0) =0~
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2.5 Senales aleatorias
Densidad Espectral de potencia

e Definicion

Sx(f)=TF{Rx(T)} = f Rx(T)e 2WTdT

Sx(f')=TF{Rx[n1} = >, Rx[nle™ 2"
n=—0oo
e Propiedades
1. Sx(NeRySx(f)=0
2. Sx(f)=5x(-f)

0.0
3. f Sx(f)df = Rx(0) = Potencia promedio

—0

f2
4, ZJ Sx(f)df = Potencia promedio en la banda [f1, f2]
Seﬁlales estacionarias — Sx(f) = E[Sx, (f)]

6. Sefales ergddicas — Sx(f) = Sx. (f) Vk

6]
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2.5 Senales aleatorias
Sistemas lineales

Caracterizacion de la salida de un sistema lineal

X(t) | sistema LTI | Y(E)
- h(t) '

Y(£) = X(t) * h(t)

En general es complicado, pero para sehales estacionarias:
e Autocorrelacién a la salida de un sistema lineal

Ry (1) =Rx(7) * h(T) * h(-T)
e Densidad espectral de potencia

Sy(f) = TF{Ry(1)} = TF{Rx(T) * h(T) * h(-1)} = Sx(NIH()I?
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

AWGN (Aditive White Gaussian Noise)
Sefal ergddica, densidad espectral de potencia constante y
distribucién de sus variables gaussianas

n n1(t)
|
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

Densidad espectral de potencia de la sefal de ruido N(t)

SN(_f) / Ideal
No/2
X
f
Real

Autocorrelacién de la sefial de ruido N(t)
Rn(T)

—— |deal

—— Real
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

Densidad espectral de potencia de la sefal de ruido N(t)

SN(_f) / Ideal
No/2
I

Py = J Sn(f)df = J No/2df=oc0

—00
Densidad espectral de potencia de la sefal de ruido filtrado Wpg(t)

SWPB ()
No/2

5 5 F

o) B
Pweg :J Sweg (F)df :J No/2df = NoB
-B

— 0
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

Ancho de banda equivalente de ruido Beq

SWPB ()
No/2
f
SWPBeq (.f)
No/2
_éeq B:eq f

Pwpsg ZJ SWPB(f)df=J N0/2|H(f)|2df

PWPBeq = NOBeq

[00]
Pwes = PWpgeq = Beq = %J IH(F)I* df
—00
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

Muestreo de ruido

N(t) Filtro Wpg(t) | Muestreo
Antialiasing i fm

Potencia W[n]
Pw = Nofm/2
Se puede comprobar que
W[n]=Wpg(nTm) = Rwln] = Rwes(NTm)

Usando la relacién del teorema de muestreo

Sw(f')= . fm - Swpsm(f’ = K))

k=—00
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

SWPB (f)
No/2

—fl2 /2 f
fm/2

Pwpg =f SWPB(f)df=J. No/2df = Nofm/2
—o0 —fm/2

Usando, Sw(f’) = Z fm = Swps (Fim (f" = K))

k=—00
Sw(f’)
Nofm/2

-1/2 " 1/2 f

1/2 172
szj Sw(f)df’ = | Nofm/2df’ = Nofm/2
~1/2 ~1/2
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2.5 Senales aleatorias
Ruido: modelo AWGN

Densidad espectral de potencia de la sefial de ruido W[n]

Sw(f’)

NOfm/2

-1/2 1/2

Autocorrelacién de la sefial de ruido W[n]

Rwl[n]

Nofm/2
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2.5 Senales aleatorias
Cuantificacion

Convertidor A/D
) i
AT’ Muestreo xtn » Cuantificador xeln]
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2.5 Senales aleatorias

Cuantificaciéon

Funcién entrada/salida

Xc
011 mp—

010 7,;‘

/0 I

1

td
EOEE

1
1
|
— XMAX
A X

XMAX — XMIN
A -

xc[n]

2B
—e x
e
—— e Lo |
-1 3
—-=a0 —_
—e
e
3
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2.5 Senales aleatorias
Cuantificacion

Funcién densidad de probabilidad del error

e A
fr(e, h) fe(e)
. A fr(e N _ e 1
i A0, —JE i
Nt—00
a2 a2 € -N2 A2 €
Media y varianza
0 &2 q e2 |2
E[n]= J efe(e)de = J e—de= — =0
—oo a2 A 2A _a2
/2

Az _ (Xmax - Xmin)?
2B
L, 120 1202
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2.5 Senales aleatorias
Cuantificacion

Relacién sefal a error de cuantificaciéon
Px Px Px  Px Px

SER=—=—=—2=—2= 2,12.223
Pe  Rel0] o & (xmax—Xxmmw)
Px Px
SER(dB)=10log| — | =|6B+10log 5 +10.8
Pe (Xmax — XmIN)
12-Px XMAX & —XMIN 30 XMAX 3
=1 Xinj=o0 [~ w2 —\f¢= ===
(Xmax — Xmin) [n]= Xiax ox FC

SER (dB) = 6B — 20log(FC) + 1010g(3) =| 6B — 20l0g(FC) + 4.8

Y Martes Naya, E; Fernandez Plazaola u; Canata Corripie, F.J; Luque Nieto, M.A.
L™ OCW UMA st = rerainier OCW-Uiveraiad de Mélaga, Mt oew-uma.ss ()OO
Bajo licencia Creative G Attril NonGC: ike 3.0 Spain BY NC_SA
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