Tema 2: Fundamentos de la teoria de la Relatividad

1. INTRODUCCION

A finales del siglo XIX, las ecuaciones de Maxwell habian predicho la existencia
de ondas electromagnéticas propagandose a la velocidad de la luz ¢ (como vimos en el
tema anterior). Se pensaba que estas ondas necesitaban un medio material para
propagarse y a este medio se le llamo ETER. Se le atribuyen una serie de propiedades y
se pretendi6 decidir si el éter era estacionario o era arrastrado por los planetas. Para
medir el efecto del “viento del éter”, Michelson (1881) ided su famoso interferémetro.

Supongamos que se orienta con el brazo OM, paralelo a la velocidad de la Tierra

respecto al éter.
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La diferencia de tiempo hace que los haces u
interfieran dando lugar a un patron caracteristico de -
interferencias. Si ahora se rota el interferometro, es
de esperar que el patrén cambie, al cambiar la
orientacion relativa de los haces. 0 e
X = x"tut
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Pero se observdo que el patron no
variaba lo que, ademds de poner en duda la
existencia del éter, sugirid6 a Einstein la
hipotesis de su teoria especial de Ia
Relatividad:

“La velocidad de la luz en el vacio es
la misma para todos los sistemas de
referencia inerciales”.

Por otra parte, desde tiempos de
Newton, se sabia que las leyes de la fisica no
pueden depender del sistema de referencia
inercial que se escoja, por lo que las
transformaciones de Galileo no son
compatibles con este postulado. Esto ya lo



sospechaba Einstein al comprobar que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes a
las transformaciones de Galileo.

Realmente en el experimento de Michelson-Morley habia 16 espejos. El que
hubiesen tantos espejos era para dar tiempo a Espejcs
que la diferencia en la llegada de los haces
hasta el lugar de recogida (patron de
interferencia) fuese facilmente mensurable.

El resultado esperado era
¢éste. Una diferencia en el
tiempo de llegada de las
franjas de los haces de luz
cuyo camino tenia el
mismo sentido que el de

;7 : : Patrdn de
traslacion fle' la Tierra y el de las que iban en e
contra originarian un desplazamiento en

interferometro. Esto concordaba con la idea de
relatividad de Galileo en el que las
velocidades se sumaban si iban en el mismo sentido y se restaban si iban en sentidos
contrarios.

Sermtransparents

Los resultados anteriores evidencian la necesidad de encontrar un nuevo sistema de
transformaciones compatibles con los tltimos resultados experimentales.

2. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ — EINSTEIN

(Como obtener las nuevas transformaciones entre sistemas de referencia?

Lo primero que hay que decir es que las transformaciones han de ser lineales
porque el espacio es homogéneo, es decir, necesitaremos una correspondencia punto a
punto entre posiciones y tiempos de un mismo suceso medido por distintos sistemas
inerciales. No es admisible que un punto de un sistema de referencia se corresponda con
dos o mas de otro sistema, por lo que las ecuaciones no podran ser de orden cuadratico
0 superior.

Si las relaciones de Galileo eran:

X = x'+ut
X'=x—ut

ahora se introduce una constante y, que depended de la velocidad del sistema, pero no
de “x” ni de “t”. Las nuevas relaciones seran:
X = ;/(x'+ut')

x'= ]/(x - ut)

y v debe ser la misma porque ninguno de los dos observadores es privilegiado respecto
al otro. Es decir, para ambos la descripcion de las leyes de la Naturaleza debe hacerse de
la misma forma, por tanto no puede “privilegiar” un observador frente a otro, sélo
relacionarlos. Por otro lado, nos hemos despojado de la idea de que el tiempo es
absoluto; al diferenciar t y t’ el tiempo puede depender del sistema de referencia.

Para obtener las relaciones de transformacion supongamos que en el instante
t =t'=0, cuando los dos origenes de los dos sistemas de referencia coinciden, se emite
un pulso de luz desde una fuente situada en el origen comun. Conforme transcurre el



tiempo los sistemas se separan. Supongamos que el pulso de luz incide sobre un
detector situado sobre xx’. Este suceso tendré lugar en (x, 0, 0, t) por O y en (x’, 0, 0, t*)
para O’.
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Como la velocidad de la luz es la misma para los dos sistemas, cada uno de ellos
escribira las siguientes ecuaciones de movimiento:

x=ct
x'=ct'
A partir de:
X = ;/(x'+ut') =ct= ]/(ct'+ut') = )/(c + u)t'
x'= ;/(x - ut) =ct'= y(ct - ut) = y(c - u)t
Despejando:
o terul | Aemulerul | aa ) o,
c c : ﬁ
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Obsérvese que Y > 1 y que cuando u<<c, y~1.

Para obtener la relacion entre los tiempos:

x'= yly(x'+ut') - ut]

,ux'
t:]/ t+—2
c

Si hubiéramos hecho lo mismo utilizando x = ;/[}/(x—ut)+ ut'] y despejamos t’

t'= ;/(t —ﬂj
)

Al igual que sucediera con las transformaciones de Galileo, las direcciones
perpendiculares al movimiento permanecen inalteradas, con lo que el conjunto completo
de transformaciones es:

y despejamos t, obteniendo:

obtenemos:



con y = y siendo u la velocidad de O’ medida en O.
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(Coémo se obtienen ahora las transformaciones de velocidad? Partiendo de
dx

v,.o=—,
Yoodt

y diferenciando, se obtiene:
dx = y(dx'+udt')
dt = y(dt'+ udx J

c

Y sustituyendo en la ecuacion anterior, se llega a:

dx' dt
' ' —tu— '
by = dx'tudt' gy 4 v, tu

g ,oodx' dtt o dx' ] u

dt'+u — —+u — 1+ — vV,
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. . . . . . ,dx'
Si queremos la transformacion inversa, o bien despejamos o bien partimos de v '= %y

realizamos el mismo proceso anterior.

El resto de componentes se obtienen igual y las transformaciones completas son:

1
- VX —Uu _ VX +u
V., = v, = '
Lo MV 14+ Vs
) 2
C C
|l
" Vy _ v)/
% v
y y 1
1 MVX 1 X
Y\ o2 4 R
'
v " VZ v — VZ

o uv o uv_ '
- W 14 1

Obsérvese como para u<<c, se obtienen las transformaciones de Galileo que, por tanto,
quedan reducidas a un caso particular de las de Lorent-Einstein.

Podemos comprobar también cémo se cumple el postulado de la constancia de la
velocidad de la luz. Si para el sistema O, v_ =c, para el sistema O’:



3. CONSECUENCIAS DE LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

a) Contraccidn de la longitud
Consideremos una varilla en reposo en el sistema O’ con un extremo en x,' y el

otro en x,'. La longitud de la varilla en el sistema Y Y
respecto al que estd en reposo se llama longitud

propia, L, y serd: L, =x,'-x,'. Para hallar la QD

longitud de la varilla en S, respecto al que se esta
moviendo habrd que calcular L, = x, —x,, donde © o :

X, y x, son las posiciones de los extremos
medidos por O en el mismo instante de tiempo t.

'

Como x,'= 7/(x2 —ut
x,'= j/(x1 —ut) = Xx,'—x,'= 7/(x2 —xl) o bien:
X, =X, = l(xz'—x] '):> L,= lL

La longitud de la varilla se ha contraido al ser medida desde un sistema de
referencia respecto al cual la varilla estd moviéndose.

b) Dilatacién del tiempo
Consideremos dos sucesos que se producen en x,

'

en los instantes #,' y ¢," en el
sistema S’. De acuerdo con las transformaciones de Lorentz:

|, . ux,’
L=y +— L=yt +—
C C

de donde: ¢, —¢, = }/(l‘z '—t, ')

El intervalo de tiempo medido en el sistema de referencia en el que los dos
sucesos ocurren en el mismo lugar se llama tiempo propio. El intervalo de tiempo
medido en un sistema de referencia distinto es mayor, fendmeno que se conoce como
dilatacién del tiempo.

Evidencias experimentales de estos resultados

Los mesones p (muones) son unas particulas que se generan en la alta atmésfera
por el impacto de los rayos cosmicos (nticleos de H muy rapidos) con las particulas de
la alta atmosfera (nucleos de N y O).

Dichas particulas tienen una vida media en reposo de unos 2 ps y, dado que se
generan a unos 9000 m sobre la superficie terrestre, muy pocos de ellos deberian ser
detectados a nivel del mar. Sin embargo, se detectan una cantidad no despreciable.



Lo que esta sucediendo puede entenderse en el marco de la teoria de la
Relatividad: para un observador situado en un sistema de referencia en reposo respecto
a la superficie de la Tierra pero en movimiento respecto al muodn, el tiempo de vida
media es:

T = {vmuén ~ 0.99780} =30us, y en ese tiempo, mas muones pueden

niv.mar j/z-muo'n

alcanzar el nivel del mar.

Muon El mismo resultado puede describirse como
una contraccion de la longitud en el sistema de

sooom  referencia del muodn. Para el muon, la atmosfera
estd circulando junto a ¢l a una velocidad de

J 0.9978c¢ y la distancia para ¢l no son 9000 m sino

= .
d :ld =600m . Aunque sb6lo vive 2 pus, en su
/4

muon niv.mar

600 m
sistema de referencia, la distancia que tiene que recorrer
permite que un numero considerable lleguen al nivel del mar.

c) Relatividad de la simultaneidad
Decimos que dos eventos son simultaneos cuando ocurren en el mismo momento.
Supongamos dos eventos que ocurren en los puntos x, y x, del sistema O en el mismo

tiempo (¢, =t,). Por tanto, son simultdneos en O.
Pero, /cuéles son los tiempos de ocurrencia de esos eventos en O’?

, ux, , ux,
11:7/f1—c—2 t2:7t2_cz

Por tanto: ¢,'-¢,'= 7/(12 —zl)—ﬁz(x2 —xl) donde ¢, —¢, =0,yaque ¢, =¢,.
c

Salvo que los eventos ocurran en el mismo lugar en O (x, =x,) no seran
simultaneos en O’. La simultaneidad es un concepto relativo al observador.

d) Eventos relacionados causalmente
Supongamos ahora dos eventos que ocurren en tiempos distintos ¢, y ¢, con

relacion a un sistema O, y no ocurren en el mismo lugar (x, # x, ).
La relacion entre los tiempos en O’ seré: t,'—t,"'= y(t, —¢ )—ﬁ( -x,)
P L =L =L T o Xy =X

Para que el orden de sucesion de los eventos sea el mismo en los dos sistemas, debe
cumplirse que ¢,'>¢,", o sea:

e =0)> (e, - x) = 1, 0) > 1270
u. Por tanto si
c

El méximo valor que puede tomar el miembro de la derecha es:

X, —X , . L
(12 -1, ) > 2 "1 los eventos se presentaran en el mismo orden en cualquier sistema de
c



referencia. Se dice que dichos eventos estan relacionados causalmente (uno puede ser la
causa del otro).

4. DINAMICA RELATIVISTA

Recordemos que la 2* ley de Newton F =mdes invariante frente a las
transformaciones de Galileo

Y Y’
4 A F.=ma,
U F'=ma'=ma_ ] F =F'
o x = x"tut
_ '
V.=V.'tu
— 1
~ a,=a,
O X X, ~

Pero, ;es también invariante frente a las transformaciones de Lorentz? Ya
sabemos que las leyes de la fisica deben expresarse igual para todos los sistemas de
referencia inerciales, por lo que, si la ley es valida, debe permanecer invariante. Pues
bien:

dv.' dv.'dt
dr e dr'
Pero:
dt 1 LoV, —u
dar uv_ "
I
c c
Por lo que
dv.' |dv (. uv, (v, —u _u dv, 1
dt dt c? ! ¢ dt uv
==
c

La 2* ley de Newton escrita en la forma F =ma no es invariante frente a las
transformaciones de Lorentz. Quizads esta ley no sea valida, pero tal vez el error
provenga de haber asumido demasiado a la ligera que m es constante.



Consideramos dos observadores: A en el sistema de referencia O y B en el sistema
de referencia O’, que se mueve hacia la derecha con velocidad u respecto a O. Cada
observador tiene una bola de masa idéntica m, cuando se comparan en reposo. El
observador A lanza su bola hacia arriba con velocidad u, relativa a ¢l y B lanza su bola

hacia abajo con la misma velocidad. Las bolas realizan un choque elastico y regresan al
punto de partida.
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Mirando el ejemplo anterior un observador A escribiria:
Vy = uo;vAy* =—u,
V' vy
Vg, = B =% _ % Ppyestoque v, '=0
uv,'
c
* vBy'* _Y
Vg F=——=—
4 4
Donde las cantidades marcadas con * hacen referencia a la situacion después del
choque.

La ecuacion de la cantidad de movimiento segln el eje Y sera:

2
u
Pero v, =.vy +v;, = u2+(—°
v

p, = uom(VA )_”_om(vB)

Py* = %m(VB)_”om(VA)

[
va

puesto que v, =————=u alser v, '=0

1
14 DV

c

En la expresion anterior, se ha considerado de forma explicita la posibilidad de
que la masa dependa del observador. Como la conservacion de la cantidad de
movimiento debe cumplirse para cualquier observador, en particular el A, se tendra:

ugm(ity) 2 m(vy) = 2 m(v,) — uym(aty)—— 2ugm(uey) = 22 m(v,)
7 V4

Obien: m(vy)=my(u,)

En vez de obtener la relaciéon entre las masas para distintas velocidades,
consideremos que el choque se produce a una velocidad muy pequeiia, es decir u, — 0.



Entonces v, — u y la relacion se obtiene entre la masa en reposo m, y la masa a una
velocidad u. m(u)=ym,

La masa depende del estado de movimiento y aumenta al aumentar la velocidad.
Si u—c, entonces m —> o, lo que confirma que la velocidad de la luz es una
velocidad limite y también que una particula que se mueva a la velocidad de la luz debe
tener masa en reposo nula.

La cantidad de movimiento relativista es p = ym vy puede comprobarse que la 2*

podp_dmgw) _ d(p)

0 es invariante frente a las
dt dt dt

ley de Newton en la forma

transformaciones de Lorentz.

Calculemos ahora el trabajo realizado por la fuerza relativista e igualémoslo (por
el teorema del trabajo y la energia cinética) a la variacion de energia cinética.

W = 313 -dr = IBM -dr = de(}/moﬁ)- v Integrando por partes:

A A dt
u = V;du = dv [ =¥ myp— [ mydv =
dv = d(}/moﬁ)—w = ym,v
o ) 3
v-v=vvcosO=v
, (B v-dv d . dv_. _dv __dv _
=myp m, = —(v-v)=—v V—=2V— =
v 2 dt dt dt dt
l—c—2 < \
2 2)
ae’) _ oy dv ld(v dv
L dt dt 2 dt dt
2 VB
B d(v 1 \
o [0 ﬂ o +2mcz(1_2j]=
/1_7
2 2 VB
myw’ +m, czlz =mV2+mc2 =mv2+mc2(1—v—2J=mcE|
rry . Y, c v

Si consideramos que la particula parte del reposo (v 4= O) y llega al punto B con
velocidad v,, encontramos que E. = m(v, )’ —m,c’ , expresion de la energia cinética
relativista.

El primer término depende de la velocidad, pero el segundo no, y se denomina
energia en reposo de la particula m, c”(energia intrinseca asociada a la particula y

debida a su masa en reposo).
La energia relativista total se define como la suma de la energia cinética y la
energia en reposo, es decir:

E=E.+myc’ = m(v)c2 =m,c’,
que expresa la posibilidad de convertir masa en energia. En cualquier compuesto
estable, por ejemplo, el niicleo de *He formado por dos protones y dos neutrones, la



masa en reposo del compuesto es menor que la suma de las masas en reposo de sus
componentes por separado.

La diferencia de las masas en reposo (energias en reposo) es igual a la energia de
enlace del compuesto. En los dtomos y moléculas, las energias de enlace son de pocos
eV, pero en los nucleos son del orden de varios MeV, lo que origina una diferencia de
masas observable.

Otro caso es el de los nucleos radiactivos, en el que el nlicleo original tiene una
mayor masa (energia) en reposo que las particulas obtenidas en la desintegracion. El
exceso de energia aparece como energia cinética de los productos de la desintegracion.

Una tltima relacion util entre la cantidad de movimiento, la energia total y la masa
en reposo, puede obtenerse de:

p=mypyw
E=m,yc
obtiene: E* — p’c’ = (mocz)z. O bien:

E* = p202 +(m002)2

5 Multiplicando la primera por ¢, elevando al cuadrado y restando se

Particulas que se muevan a la velocidad de la luz (fotones) tendran una energia total
dada por E = pc. Por otro lado, particulas en reposo (p=0) tendran por energia total la
energia en reposo £ =m,c’.

Esta ecuacion nos dice que si la energia de un objeto cambia en una cantidad AE
entonces su masa cambia en un AE = (Am)c”. Normalmente la ecuacion se escribe tal y

como la vemos arriba, y se asimila a la idea de equivalencia entre masa y la energia. La
relacion entre el incremento de energia y el incremento de masa es verdadera para
cualquier tipo de cambio de energia.

Por ultimo, vamos a comprobar como la expresion

2
m,c
Ec:(’—z—moc2
v
==
c

. 1 e
se reduce a la conocida Ec =Emv2 para el caso v<< c. Para ello, utilizamos el

2
desarrollo del binomio (1+x)" =1+ nx +n(n— 1)% +..=l+nx st x<<1

P -1/2

% %
Por tanto 1——2 z1+——2
c 2¢
) -1/2 P
v lv 1
Entonces: Ec =m,c’ l-— ~1|=m,’ l+——-1 =—myv’
c c 2

El postulado de Einstein de que la velocidad de la luz debe ser la misma para cualquier
espectador implica que nada pude moverse con velocidad mayor que ella. Asi, si
utilizamos energia para acelerar una particula, su masa aumenta, lo cual hace mas dificil

10



seguirla acelerando, por lo que llevarla hasta la velocidad de la luz seria imposible
puesto que exigiria una cantidad infinita de energia.

La teoria de la relatividad no resulta compatible
con la teoria de Newton gravitacional, ya que
ademads de admitir la posibilidad de enviar sefhales
con una velocidad superior a la de la luz exigiria
un tiempo absoluto o universal mientras que la
relatividad se inclinaba por tiempos propios.

Einstein cayé en la cuenta de que la
relacion entre aceleracion y gravedad supuesta
hasta ese momento no parecia funcionar con una
Tierra esférica, ya que observadores que se
encontraran en las antipodas deberian estar acelerandose en sentidos opuestos, pero,
permaneciendo a la vez a la misma distancia entre si. La inica forma de explicar este
fendmeno era suponer una geometria del espacio-tiempo curvilinea en lugar de plana.
Con la ayuda del matematico Georg Friedrich, Einstein hallo las ecuaciones que
relacionaban la curvatura del espacio con su contenido de masa y
energia, relacionando asi la gravedad con la deformacion del
espacio-tiempo. Esta nueva teoria fue llamada ‘“Relatividad
General” para distinguirla de la teoria original sin gravedad
(Relatividad Especial, que solo considera sistemas de referencia
inerciales, es decir, no acelerados).

Estas nuevas hipdtesis cambiaron completamente los
analisis sobre el origen y el destino del universo y, debido a su
complejidad, caen fuera de los objetivos de este curso.

"Pon tu mano en un horno caliente durante un minuto y te parecera una hora.
Siéntate junto a una chica preciosa durante una hora y te parecera un minuto. Eso
es la relatividad"

A Daaticr
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