Tema 3: Fundamentos de Fisica cuantica

1- Introduccidn.

Los distintos tipos de ondas electromagnéticas se clasifican en funcion de su longitud de
onda, su frecuencia, su energia, etc., en el denominado espectro electromagnético. Como es bien
sabido, la relacion entre la frecuencia (v )y la longitud de onda (A)es v=c/A, donde ¢ es la

velocidad de la luz.
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* Espectro electromagnético

2- Radiacion térmica.

Se llama radiacion térmica a la radiacion (electromagnética) emitida por un cuerpo como
consecuencia de su temperatura. Todos los cuerpos por encima de 0 K emiten esta radiacion y
absorben del entorno circundante hasta que las temperaturas de ambas se igualan y entonces la
velocidad de absorcion y emisidon coinciden (no son nulas, sino que son iguales, por eso el
intercambio neto es cero).

La materia en estado condensado (sélido o liquido) emite un espectro de radiacion
continuo. La forma detallada del espectro de radiacion depende de la composicion del mismo.
Sin embargo, experimentalmente se encuentra que hay una clase de cuerpos que emiten
espectros térmicos de caracteristicas universales. Son los llamados cuerpos negros, es decir,
cuerpos cuya superficie absorbe toda la radiacion térmica que incide sobre ellos. Puesto que no
reflejan luz, se ven negros, de ahi su nombre. Cualquier objeto recubierto con una capa de
pintura negra seria asimilable a un cuerpo negro. Todos los cuerpos negros a la misma

temperatura emiten radiacion con el mismo espectro independientemente de su composicion.



Un ejemplo algo distinto de cuerpo negro seria una cavidad con un pequefio orificio. Esto
es asi porque la radiacion exterior que incide sobre el agujero penetra en la cavidad y se refleja
multiples veces en el interior de la cavidad de forma que la probabilidad de que salga por el
agujero es muy reducida y finalmente serd absorbido por las paredes (el area del orificio debe ser

pequena en comparacion con el area interior de la cavidad).
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* Una cavidad como cuerpo negro

La distribucién espectral de la radiacion de un cuerpo negro se puede especificar por la
cantidad R, (v) denominada radiancia espectral y definida de forma que R,(v)dv es la energia
emitida con frecuencias comprendidas entre v y v +dv por unidad de 4rea y unidad de tiempo

a la temperatura T. Las curvas de radiancia espectral tienen la forma que se indica en la figura.
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* Radiacion de un cuerpo negro a distintas temperaturas

Algunas consecuencias de las curvas de radiancia que se deducen de la figura son:

- La potencia emitida en un intervalo de frecuencias dv es pequena si esa frecuencia es

pequefia (v << 10'*). La potencia es nula si v=0.



- La potencia radiada en el intervalo dv aumenta rapidamente al aumentar v y alcanza

un méaximo (para T = 1000 K el méximo se alcanza a v ~1.110'*Hz). Por encima de
la frecuencia del maximo la potencia radiada disminuye lenta pero continuamente
conforme aumenta la frecuencia. Se vuelve a hacer nulo para valores de frecuencia
suficientemente grandes (v — ).

- La frecuencia para la que la potencia radiada es maxima aumenta conforme aumenta

la temperatura. Este aumento es lineal (v oc 7).

max

- La potencia total radiada en todas las frecuencias a una temperatura dada se denomina
radiancia y se calcula como R, = J; R, (v)dv . Esta corresponde al 4rea bajo la curva

de la temperatura que se considere.

La potencia total radiada aumenta muy rapidamente al aumentar la temperatura,

concretamente lo hace segln la ley de Stefan-Boltzmann

/4
R, =cT" donde ©=5.6710"° ) es la constante de Stefan-Boltzmann.
m

Como la frecuencia a la que se radia la maxima potencia es proporcional a la temperatura

y la frecuencia y la longitud de onda son inversas, se cumplira A T =cte (Ley de

desplazamiento de Wien) donde la constante vale 2.898107° mK .

Nota: La Ley de desplazamiento de Wien establece que A_, T = 2.898107°mK . Si queremos
calcular la frecuencia del maximo de longitud, calculamos A__ y luego aplicamos A =c/v.
Pero no es valido decir v, =c/A_, . Es decir, el maximo de frecuencia no es la frecuencia
correspondiente al maximo de longitud. Reciprocamente, si aplicamos v, =cte7T (donde la

constante es diferente a la anterior, cte = 5.8810'"Hz/K ), obtenemos la frecuencia del maximo,

pero no se correspondea A =c/v .

En la siguiente grafica, en la que se representa la radiancia en funcion de la longitud de

onda se puede comprobar lo anterior.
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* Radiacion de un cuerpo negro en funcion de la longitud de onda.

Al igual que R, (v)dv expresa la energia emitida con frecuencias comprendidas entre v
y v +dv por unidad de area y tiempo, también es frecuente utilizar p,(v)dv que es la energia

emitida con frecuencias entre v y v + dv por unidad de volumen. Ambas se relacionan segiin

c
R, (v)dv = Z'OT (v)dv.

3- Teorias sobre los espectros de radiacion.

Rayleigh y Jeans, utilizando consideraciones clésicas, a principios del s. XX, encontraron

la siguiente funcion para la densidad de radiacion
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Para llegar a este resultado, Rayleigh y Jeans evaluaron el nimero de ondas
electromagnéticas que podian ser estacionarias en el interior de la cavidad radiante y, segln la

teoria clasica de equiparticion, atribuy6 a cada una de esas ondas estacionarias una energia dada
por e=kT donde k es la denominada constante de Boltzmann, k=1.3810J/K . Pero

comparando los resultados tedricos con los experimentales, se encontrdé un profundo desacuerdo

sobre todo a frecuencias elevadas. Es lo que se denomina catastrofe ultravioleta.
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* Curvas teorica y experimental. Ley de Rayleigh-Jeans.

Tratando de resolver la discrepancia encontrada, Max Planck llegd a considerar la
posibilidad de que se violara la ley de equiparticion e=kT que conducia al resultado anterior.
Planck pensé que para reproducir los resultados experimentales debia cumplirse:
- &—kT cuando v — 0 porque a baja frecuencia el resultado clasico coincide con los
experimentos.

- &—0 cuando v — o porque para v — oo la curva experimental tiende a cero.

Es decir, Planck dedujo que, a diferencia de la teoria clasica que atribuia un valor a la
energia media & independientemente de la frecuencia, debe existir una relacion entre la energia
media y la frecuencia, &= e(v).

Pero para poder cumplir las condiciones asintdticas anteriores, Planck necesitd ademas
suponer que la energia solo podia tomar una serie de valores discretos, no podia variar de forma
continua. Para llegar a ese resultado, procedio de la siguiente manera: para calcular & hay que
evaluar el producto de la energia por la probabilidad de que el ente tenga esa energia, es decir,

&P(¢). Las curvas de esta funcion son de la forma indicada en la figura adjunta. El area bajo

esta curva proporciona el valor medio:

_ J.: e-P(e)de
E=—"———
J:O P(e)de
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* Curva de la funcion ¢-P(¢). El area encerrada representa el valor medio de la energia

Si la energia toma cualquier valor se obtiene el resultado clasico ¢ = kT . Pero veamos lo

que pasa si la energia toma valores discretos uniformemente separados distintos intervalos:

a) Si Ag es mucho menor que k7T (Ae << k'T), los valores de energia estan tan
proximos que el resultado de sumar las areas de todos los rectdngulos es casi

idéntico a considerar que £ es continua.

EPE)

* Célculo de la energia media en el caso Ag << kT .

b) Si Ag es del orden de kT, el valor de & al sumar de forma discreta los

rectangulos sobre la figura es menor que k7 (queda area sin sumar).
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* Célculo de la energia media en el caso A¢ = kT .

C) Si Ae es mucho mayor que k7T (Ae >> kT), el area bajo la curva es

practicamente nula. Es decir, se ha conseguido el requisito € - 0.
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* Célculo de la energia media en el caso Ag >> kT .

Para que todo sea consistente, es necesario que Ag sea una funcidn creciente con v, es

decir, a frecuencias pequeiias Ag¢ — 0 y se recupera el resultado clésico. Pero a frecuencias altas

Ag se hace mayor y se obtiene el caso c), es decir, £—0, como se requeria. Planck pensé que
la relacion de Ae¢ con v podia ser lo més sencilla posible (Ag = A+ ) y establecid su postulado

de cuantizacion:

Cualquier ente fisico con un grado de libertad cuya coordenada (longitud de un resorte, amplitud
de una onda, etc...) sea una funcion senoidal del tiempo, es decir, realice oscilaciones armoénico

simples, s6lo puede poseer energias totales dadas pore =nhv (n=0,1,2,...)



donde v es la frecuencia de la oscilacion y 4 =6.62610"*Js la constante de Planck. Este
efecto de cuantizacion solo se “aprecia” en sistemas tales que &~ hv. Por ejemplo, en un
péndulo simple, que realiza oscilaciones armonico simples y estaria sujeto al principio de

cuantizacion, no puede apreciarse porque sus valores de energia son mucho mayores que /v.

Con esta nueva expresion para la energia, se puede obtener

B Z(; ep@)

£= = .
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Y, finalmente
2 0
pT(V)-dv:gm/ _ hv dv

C3 ehA%‘T -1

que al representarse graficamente estd en acuerdo con los resultados experimentales.

4- Algunas consecuencias de la Ley de Radiacion de Planck.

La Ley de Radiacion de Planck puede expresarse tanto en términos de la frecuencia

como de la longitud de onda. Como p,(1)dA=—p,(v)dv (el signo negativo hace referencia a

que al aumentar v disminuye A y viceversa), se tendra
dv c
pr(A)=-p; (V)E =Pr (V)/?

es decir,

mhe dA

8
)= :
pT( ) /15 eh'%'kj' _1

A partir de la ley de Planck se puede derivar la ley de Stefan-Boltzmann
R,(v)dv = % pr(v)dv > Ry =[ R(v)ydv=oT

574
donde 0':27T—2k3
15¢°h

La Ley de Desplazamiento de Wien puede también obtenerse de la ley de Plank segun:

dv ’ di

para obtener Vmax 0 Amax respectivamente.



5- El efecto fotoeléctrico.

Los experimentos que confirmaron por primera vez la existencia de ondas
electromagnéticas y la teoria electromagnética de Maxwell fueron realizados por Hertz en
1886 — 1887. Precisamente, realizando estos experimentos, se encontré un fendémeno nuevo que
seria empleado mas tarde para rebatir las teorias ondulatorias. El fenomeno consiste en que al
iluminar un electrodo con luz ultravioleta se facilita la descarga eléctrica al liberarse electrones.
En general, a la emision de electrones desde una superficie por accion de la luz se le denomina
efecto fotoeléctrico.

La siguiente figura ilustra un dispositivo experimental para estudiar el efecto

fotoeléctrico.
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* Emision de electrones a partir de fotones. Efecto fotoeléctrico

Inicialmente la luz incidente, que es monocromatica (de una longitud de onda definida),
incide sobre el electrodo negativo (catodo) y libera electrones que, al ser atraidos por el electrodo
positivo (4nodo) gracias a la diferencia de potencial existente V', se detectan como una corriente
eléctrica por el amperimetro.

La siguiente figura representa la corriente en funcién de la diferencia de potencial

aplicada.
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Si la diferencia de potencial es suficientemente elevada, todos los electrones emitidos
desde el catodo se recogen en el &nodo y por eso la corriente alcanza un valor de saturacion.

Si se invierte el signo de V', la corriente no cesa inmediatamente. Para V' =0 se sigue
observando paso de corriente y con potenciales negativos (electrones frenados por el campo

eléctrico). Se observa corriente hasta que V' = -V, para el que ya no se detecta ésta. V,, se

denomina potencial de frenado.
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* Proyeccion de electrones con potencial invertido.

Para que los electrones alcancen el dnodo aun frenados por el potencial, tienen que ser
emitidos con una cierta energia cinética. La maxima energia cinética serd la correspondiente al
potencial de frenado multiplicada por la carga del electron.

K...=¢eV,
Se observa en la grafica que este valor es independiente de la intensidad de la radiacion (pues es
el mismo valor para “a” y “b”).

Continuando con los experimentos, se observa que el potencial de frenado depende de la

frecuencia de la luz que se hace incidir sobre el catodo de forma lineal.
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* Relacion del potencial de frenado con la frecuencia.



Ademas, se observa que por debajo de una cierta frecuencia, denominada frecuencia de
corte, no sucede el efecto fotoeléctrico. La mayor parte de los experimentos mostrados fueron
realizados por Millikan quien, debido a su esmerado trabajo, se hizo acreedor al premio Nobel en
1923. Ahora es el momento de explicar el efecto fotoeléctrico con la teoria vigente hasta el
momento, es decir, la teoria ondulatoria. Pero existen 3 hechos que no pueden explicarse en base
a esa teoria:

a) La energia cinética de los electrones deberia aumentar conforme aumenta la
intensidad de la iluminacién. Esto se deduce de que la fuerza aplicada al electron (que
le suministra energia cinética) debe ser e-E y, segun la teoria ondulatoria, la amplitud
de E es creciente con la intensidad; pero lo que se observa es que K (en particular
Kmax) es independiente de la intensidad.

b) Segun la teoria ondulatoria, como la energia depende de la intensidad, se podria
conseguir, aumentando dicha intensidad, que el efecto fotoeléctrico se diera para
cualquier frecuencia. Sin embargo, hemos visto como existe una frecuencia umbral o
frecuencia de corte por debajo de la cual no se detecta el efecto fotoeléctrico.

¢) Segun la teoria ondulatoria, como la energia luminosa se encuentra uniformemente
distribuida en el frente de la onda, si la luz es suficientemente débil, debe existir un
cierto tiempo de retraso durante el cual el electron debe estar acumulando la energia
necesaria para escapar del electrodo. Pues bien, nunca se ha medido retraso alguno en

la emisidn de fotoelectrones.

En 1905, Einstein, tomando como punto de partida las hipdtesis de cuantizacion de la
energia de Planck, propuso que la energia radiante estaba cuantizada en paquetes concentrados a
los que llamo fotones y que tienen la minima cantidad posible de energia, es decir E=hv.
Cierto que los fotones al propagarse no lo hacen como particulas clasicas, sino como ondas; pero
en las palabras de Einstein, “los experimentos que ponen de manifiesto la teoria ondulatoria no
pueden manifestar la naturaleza corpuscular, igual que un chorro de agua no evidencia la

presencia de gotas individuales”.

Einstein centré su atencioén en los procesos de emision y absorcion de la luz (fotones)
para dar la siguiente explicacion sobre el efecto fotoeléctrico:
- Como los fotones son paquetes concentrados de energia, un foton cede

completamente su energia a un so6lo electron.



- Cuando se emite un electron desde la superficie de un metal, su energia cinética es
K=hv—-W, donde hv es la energia del foton incidente absorbido y W el trabajo
necesario para extraer el electron del metal. En el caso de que el electron sea el mas
débilmente ligado, saldra con la maxima energia cinética y el trabajo serd el menor de
todos:

K o =hv-W,,
donde W, se denomina funcion trabajo (que es caracteristico de cada material) y es la

energia (trabajo) minima necesaria para extraer un electrén del metal. Recordando

que K . =eV,, estaltima ecuacion se puede reescribir como eV, =hv —W, o bien
hv W,
Vy=——-—
e e

Ahora se comprobard como esta nueva teoria resuelve los 3 inconvenientes que no
resolvia la teoria electromagnética:

a) Como K, =hv—W, solo debe depender del material () y de la frecuencia

de la radiacion, no debe esperarse que al aumentar de intensidad (nimero de

fotones), se altere K, .
b) Si K, =0, es decir, hv=W,_, la radiacion no consigue dotar a los electrones

de ninguna energia cinética y no tendra lugar el efecto fotoeléctrico. Por tanto,

para v <v, =W, /h no se presentara el efecto fotoeléctrico por mas intensa que

sea la radiacion (es decir, independientemente del nimero de fotones).

C) Como el foton transporta la energia en paquetes concentrados (no repartida en
un 4area), no es necesario esperar ningun tiempo entre la iluminaciéon y la
emision.

Adicionalmente, la ecuacion

A

e e

predice una relacion lineal entre ¥, y v que es la que se encontrd en los experimentos de

Millikan. Ademas, la pendiente de la curva debe ser //e lo que permite calcular la constante de
Planck. El hecho de que el valor encontrado coincidiera con el que obtuvo Planck a partir de su
ley de radiacion supuso un fuerte espaldarazo a la vision corpuscular de la radiacion.

En la actualidad, la hipdtesis del foton se usa en todo el espectro electromagnético, no

solo la luz visible, y el hecho de que la radiacion electromagnética se presente bajo una doble



perspectiva es algo aceptado, cuanto mas con el auge de la mecanica cuantica que amplia esta
dualidad no sélo a la radiacidén electromagnética sino a cualquier ente material, como mas

adelante se vera.

6- El efecto Compton.

En el afio 1923, la naturaleza corpuscular de la radiacion recibié un nuevo impulso con el
denominado efecto Compton. Compton hizo incidir en sus experimentos un haz de rayos X de
longitud de onda A definida sobre un blanco de grafito. Para los distintos d&ngulos de dispersion
media la intensidad de los rayos X en funcion de la longitud de onda. Si bien los rayos X
incidentes presentan una sola longitud de onda, los rayos dispersados presentan maximos en dos
longitudes de onda: una coincide con la incidente y la otra, A', se encuentra desplazada una

cantidad AA .

#=0° ¥

Ea, Po
it T Electrdn
f=45" M

C
C

Lintes

: g=al ¥ Fotan
1
| E., P\
1
|
: f
1

p=180" o x
1
1
1
|
\ Electrén
1
! Después o EP

* Esquemas de los experimentos del efecto Compton

La presencia de un corrimiento en la longitud de onda dispersada no es posible
justificarla si se consideran los rayos X como una onda electromagnética clasica. En el modelo

clasico, el vector oscilante del campo eléctrico de la onda incidente, de frecuencia v, pone a



oscilar los electrones libres del blanco con la misma frecuencia v . Estos electrones oscilantes
radian ondas electromagnéticas de la misma frecuencia v, por lo que el corrimiento Compton no
deberia aparecer.

En cambio, Compton interpretd su resultado experimental postulando el haz de rayos X
incidente como un paquete de fotones cada uno con energia E = hv . Esos fotones, al chocar con
los electrones libres del blanco, transfieren algo de energia al electrén, por lo que el foton
dispersado tendra algo menos de energia (es decir, una frecuencia menor, y en consecuencia una
longitud de onda mayor). Asi se justificaria cualitativamente el corrimiento Compton.

El hecho de suponer que los electrones sean libres quiere decir que la energia de los rayos
X incidentes es mucho mayor que su energia de ligadura. En estas condiciones podemos
encontrar una expresion cuantitativa para el efecto Compton considerando un choque elastico
entre un foton y un electron. Como el fotdon se mueve a la velocidad de la luz, el tratamiento debe
ser obviamente relativista.

Consideremos un foton incidente de energia total £, y cantidad de movimiento

E, hvy, h

o= c c A

que choca contra un electron inicialmente en reposo. El foton sale dispersado con energia E, y
cantidad de movimiento p,, y el electron adquiere una energia cinética K y un movimiento

lineal p . Planteando la conservacion de la cantidad de movimiento, se obtiene:

Py =P,cosf@+pcosp (1)
p,send = pseng 2)

Y, planteando la conservacion de la energia total
E,+myc’ =E +K+myc® (3)
Elevando al cuadrado (1) y (2) y sumando se obtiene:

(p, — p, c0sO)’ = p* cos’ ¢

22 2.2 }—>p§ +p =2pyp cosf=p° (4)
p,ysen 0@ =p-sen @

A partir de (3) se puede escribir:
E,—-E =K o bien c(p,—p)=K (5
Por otro lado, como E* =c*-p* +(m,c’)’ y E= K+m,c’ para el electron, se tendra:
(K +myc?) =c*p” +(myc®)’

que puede rescribirse como:



KZ
C—2+2 'Kmo :pz

Si tomamos p> de (4) y K de (5) se llega a:

(o _p1)2 +2mye(p, _pl):pg +p12 —2p,p, cosd
que puede simplificarse a:

L—L:L(I—COSQ)

P Py MyC

Multiplicando por /, como p =% se obtiene finalmente:
A=A, =L(l—cosé?)
myc

Al valor e se le denomina longitud de onda Compton (Ac) y su valor es 2.43107"% m.

myc
El méximo en que las longitudes incidente y dispersada coinciden se corresponde con
choques de los fotones con electrones muy fuertemente ligados. La masa caracteristica del
proceso no es entonces la del electrén, sino la del 4tomo completo M >> m, y en ese caso
A=A,
Puede comprobarse que, si AA=A1, — 4, es mucho menor que las longitudes de onda
incidente y dispersada, el efecto Compton no es apreciable y las predicciones clasicas son

aceptables.

Ad=Ac(l-cos) << 4,4, — A, =4,
Las predicciones clésicas fallan cuando las longitudes de los fotones incidentes son
reducidas (mayor energia y frecuencias elevadas), al igual que la teoria clasica de la radiacion

térmica fallaba a frecuencias elevadas (en lo que se denomind catdstrofe ultravioleta).

7- Naturaleza dual de la radiacién electromagnética e hipdtesis de De Broglie.

A partir de los experimentos anteriormente descritos, es obvio que se necesita una
hipotesis corpuscular para los fendmenos de interaccion entre la radiacion y la materia. Pero, a su
vez, una teoria ondulatoria es precisa para explicar algunos otros fendomenos como la
interferencia o difraccion de la radiacion. Sea lo que sea la radiacion, ésta se comporta en

algunas circunstancias como una onda electromagnética y en otras como un chorro de particulas.



En principio, los fisicos se sintieron “incémodos” ante este desdoblamiento en la
naturaleza de la radiacion. Pero Louis De Broglie fue atin mas lejos en sus planteamientos. En su
tesis doctoral (1924) propuso su famosa hipotesis que consistia en afirmar que la dualidad onda-
corpusculo no es exclusiva de la radiacion electromagnética sino que es una propiedad de
cualquier ente material. Por ejemplo, un electron (una particula esencialmente material), debe
tener igualmente asociada una onda cuya frecuencia esta asociada con la energia del mismo
segin E=hv.

Asimismo, la cantidad de movimiento del electrén (o de cualquier otro ente material) se

relacionara con la longitud de onda de su onda asociada segtiin

Pzz-

Obsérvese como los conceptos corpusculares de energia y cantidad de movimiento se
relacionan con los ondulatorios v y A4 por medio de la constante de Planck.

En experimentos cotidianos con objetos macroscopicos que se mueven a velocidades
habituales, la naturaleza ondulatoria no se revela puesto que la longitud de onda es tan pequena
que no puede detectarse por ningun instrumento de medida. Es preciso descender al mundo

microscopico, a particulas materiales con impulsos p mucho menores para que la longitud de

onda asociada pueda ser detectada.

Las hipotesis de De Broglie se vieron confirmadas en 1927 cuando Davisson y Germer
(1927) y G. P. Thomson simultadnea e independientemente realizaron experimentos de difraccion
(fendmeno asociado a las ondas) con electrones.

Sin embargo, esta doble naturaleza onda-corpusculo de la materia no se presenta
simultaneamente. Es decir, si en un experimento concreto la radiacion o la materia muestra su
naturaleza ondulatoria, no se podra probar en ¢l la naturaleza corpuscular y viceversa. Es el

llamado Principio de Complementariedad de Niels Bohr.

8. Principio de incertidumbre.

Las leyes de la Fisica clasica (por ejemplo, las leyes de Newton) son eminentemente
deterministas, es decir, conocidas las fuerzas que actlian sobre la particula y las condiciones
iniciales de su movimiento, puede predecirse el futuro del movimiento de forma exacta. Estos
planteamientos han sido utilizados con gran éxito en el mundo macroscopico, por ejemplo, en
Astronomia para predecir el movimiento de los cuerpos celestes.

Pero hay una cuestiéon que no estamos teniendo en cuenta hasta ahora y es que, en el

proceso de observacion, el observador interactia con el sistema. Y la pregunta que surge es, /esa



interaccion que requiere el proceso de observacion puede provocar un cierto grado de
incertidumbre o desconocimiento en la medida?

Lo primero que hay que considerar es que para medir u observar algo hay que iluminarlo
para poder verlo. Iluminarlo significa hacer incidir sobre el objeto fotones. En sistemas
macroscopicos, la interaccién con uno o mas fotones, evidentemente no altera esencialmente la
posicion o velocidad de un objeto. Pero a nivel microscopico, hemos visto como, por ejemplo, en
el efecto Compton, la interaccion de un fotdon con un electron altera significativamente la
posicion y velocidad del electron.

A partir de las relaciones de De Broglie, Heisenberg cuantifico la precision maxima con
la que pueden conocerse simultaneamente la posicion y velocidad (cantidad de movimiento) de
una particula en sus conocidas relaciones de incertidumbre

Ax-Ap Zi' Ay-Ap Zi' Az-Ap Zi
Y arn’ Y Ax’ Y1

Es importante resaltar que esta incertidumbre no estd motivada por deficiencias en la
tecnologia o en el disefio de los experimentos. Es una incertidumbre inherente a la naturaleza,
que rompe con la vision determinista cldsica y obliga a los fisicos a hablar a partir de ahora en
términos de probabilidad de que la particula se encuentre en una determinada posicion y/o con
una determinada velocidad. En efecto, como el hecho de observar un sistema produce en ¢l una
perturbacion no completamente predecible, todo proceso de observacion cambia el movimiento
anterior del sistema a un nuevo estado que no puede ser conocido con total exactitud.

El principio de incertidumbre tiene una segunda parte que establece la incertidumbre en
el conocimiento simultaneo de la energia de una particula y el valor exacto del tiempo necesario
para medirla (por ejemplo, el intervalo A¢ durante el cual un fotén es emitido de un atomo con
una variacion de energia AE). Esta relacion es:

AEALs -
A

Notese de nuevo que, debido a la pequefiez de la constante de Planck (~107*) esta

indeterminacion pasa completamente desapercibida en el mundo macroscopico.

9. Algunos comentarios sobre la filosofia de la teoria cuantica.

Es cierto que la teoria cuantica explica aceptablemente los fendmenos a nivel atémico y
nuclear. Pero hay algo en sus planteamientos que no satisface plenamente a la comunidad
cientifica, y es que, segun Einstein “la creencia en un mundo externo independiente del sujeto

que lo percibe es la base de toda la ciencia natural”. Y, sin embargo, la mecanica cuantica



considera las interacciones entre sujeto y objeto como condicionantes de la realidad tltima. Es
atractivo para los cientificos la idea de concebir un universo objetivo mas alla del concepto de
nuestra percepcion, pero la teoria cuantica se restringe a la descripcion de las relaciones entre
percepciones, descripcidon que, por otra parte, reposa en ultimo término en afirmaciones
probabilisticas. “Dios no juega a los dados con el universo” habia dicho Einstein, rechazando
que la teoria cudntica fuera el ultimo escalén del conocimiento y esperando que posteriores
descubrimientos (aun por producirse) desembocaran en una nueva teoria que contradiga la
mecanica cuantica y altere sus fundamentos filosoficos. “Dios no so6lo juega a los dados, sino que
a veces los lanza donde no podemos verlos”, fue la réplica de S. Hawking. Hoy dia no se han
encontrado objeciones a la teoria cudntica, pero las teorias fisicas s6lo son validas hasta que
dejan de serlo. Serd en ese momento (si es que se produce) cuando proceda revisar nuestro

concepto filosdfico del universo.

10. La ecuacion de onda de Schrodinger.

Recapitulando, hemos mostrado evidencias experimentales de que tanto la radiacion
como la materia tienen un comportamiento dual, es decir, una particula microscopica (un
electrén, por ejemplo) se comporta como si ciertos aspectos de su movimiento estuvieran
gobernados por las propiedades de su onda asociada. La hipdtesis de De Broglie predice
adecuadamente la longitud de esta onda asociada en casos relativamente sencillos (una particula
libre). Si la particula est4 afectada por una fuerza que hace variar su impulso p, la longitud de
onda no serd constante y seran necesarias funciones de onda mas complicadas para su correcta
descripcion.

La ecuacion de Schrodinger es la ecuacion que proporciona la funcion w(x,t) (que
contiene toda la informacidon necesaria sobre una particula o sistema) conocido el campo de
fuerzas que actuia sobre la particula o, equivalentemente, la energia potencial asociada a dicha
fuerza (que debera ser, necesariamente, conservativa).

Para obtener la ecuacion de Schrédinger partimos de la funcion de onda de una particula
libre en la forma mas general posible, esto es, expresada de forma compleja

w(x,t)=cos(kx — wt) + isen(kx — wt)

Diferenciando respecto a x, se obtiene:

86—‘/’ = —k-sen(kx — ot) + i-k-cos(kx — ar) = ik[cos(fx — wt) + i-sen(lx — or) |
X



2z = 27p =% donde se ha definido % = L , encontramos que
A h h 2

Pero como k =
W _iPyty  obien  ply(nd)]=—ih-ly(nn]
ox h ox

que puede interpretarse como una equivalencia entre la cantidad de movimiento p y el operador

diferencial —i-%-0/0x . Es decir, el efecto de multiplicar la funcion de onda por p es el mismo
., O

que el de hacerlo por el operador —i% 8_ .
X

Diferenciando ahora respecto a ¢ se encuentra otra equivalencia para la energia:

oy (x,t)
ot

w-sen(kx— wt)—i-@-cos(kx — wt) = —i-w[cos(kx — wt) +i-sen(kx — wt) |

Como E=hv= hzﬂ =ho — o =§, y podra escribirse:
T

oy (x,1) =—i-£'w(x,l) o bien E[l//(x,t)]=i'h'ﬁ[l//(xal‘)]
o h ot

y la equivalencia es entre los operadores E <> i% g
4

Aunque estas relaciones se han obtenido para una particula libre, son validas en general y
a partir de ellas se puede obtener la ecuacion de Schrodinger. La conservacion de la energia

(recuérdese que estamos considerando fuerzas conservativas) exige

2

p

Ec+Ep=F — Eym
m

+U(x,t)=E
Sustituyendo las equivalencias entre operadores, se obtiene:

1 . 0. .0
—(=ih—)" +U(x,t)=ih—
2m( : 8x) (x.0)=1 ot

2

0 0.0 0
Como (—ih)* =-h’ —)? =(—)(—) =——, se tiene finalmente:
(—i'h) y (ax) (ax)(ax) o

—h* 0?

2

+U(x,t):i-h-2
2m Ox ot

que es una relacion entre operadores. Tiene sentido cuando se aplica a cualquier funcién de onda
pues, como hemos visto, no es otra cosa que el principio de conservacién de la energia. En
definitiva, al operar con una funcion de onda cualquiera, se obtiene la ecuacién de Schrodinger

para esa funcion de onda:

—h* 0’y

2

fUy=inlY
o

2m Ox



cuya solucion y(x,¢) sera la funcidon de onda asociada a la particula que se considere. En la
ecuacion anterior m es la masa de la particula que se desea estudiar y U(x,?) es la energia

potencial asociada al campo de fuerzas (conservativas) que actia sobre la particula.

La funcion de onda soluciéon del problema serd, en general, compleja; no debemos
intentar dar un sentido fisico a dicha funcién, es solamente un recurso matematico, un elemento
de calculo que predice adecuadamente algunas propiedades; nunca una realidad en si misma.

Concretamente, la conexion basica entre las propiedades de la funcion de onda w(x,?) y
el comportamiento de la particula asociada se expresa en términos del postulado de Born, debido
a Max Born (1926). Dicho postulado establece que: “Si en el instante “t” se realiza una medida

de la posicion de la particula asociada a la funcidén w(x,?), entonces la probabilidad P(x,z) de
encontrar la particula en una coordenada comprendida entre x y x+dx es v (x,t)w(x,1)”
donde y~ representa el complejo conjugado de w(x,#) (recuérdese que conjugar consiste en

cambiar de signo la parte imaginaria). El postulado de Born tiene sentido puesto que v v es
siempre positiva y, si la funcién de onda esta normalizada, su valor esta comprendido entre 0 y 1,
como exige la probabilidad.

En efecto, dada una funcién genérica w(x,t) = Re(x,?) +i-Im(x,#), donde Re(x,?) e Im(x,?)
representan, respectivamente, la parte real e imaginaria de la misma, se tendra

v’ (x,t) =Re(x,t)—i-Im(x,t).
Por lo que:
v (x,0)w(x,t) =[Re(x,t)—i-Im(x,t) ][Re(x,t) +i-Im(x,t) ]=

=Re’(x,t)—i*-Im*(x,¢) = Re’ (x,1) + Im* (x,£) > 0

Antes se ha mencionado que la funcién de onda debe estar normalizada. Esa normalizacion
consiste en imponer que la probabilidad de encontrar a la particula en algun lugar del espacio sea

1, es decir, que la particula exista. Matematicamente

ﬁop(")'dx = fil//*(x,t)-v/(x,t)-dx ~1

Dicha condicion permite determinar algunas constantes de la funcion de onda y darles el valor
adecuado.
Cuando la energia potencial no dependa del tiempo, la ecuacion de Schrodinger se puede

simplificar a la denominada ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo



—h? dzgo(x)
2m  dx?

+U(x)p(x) = E-p(x)

donde ¢(x) expresa la dependencia espacial de la funcion de onda. Puede demostrarse que, en
estos casos en que U =U(x) la funcién de onda completa es una onda estacionaria dada por

E

et

w(x,n)=p()e" " =gx)ye " .

Ejemplo de aplicacién de la ecuacién de Schriodinger: Particula en una caja.

Consideremos una particula dentro de un pozo de potencial infinito del que no puede

escapar, es decir:

Inside
the

Ux)=0 si 0<x<L Box

U(x)=o si x<0;x>L

il
I |

i)

L
Potential Energy of a Particle in a Box

Como la energia potencial es c en los extremos de la caja, la particula nunca podra superarla y

¢(x)=0 fuera de la caja. Como U =U(x), la ecuacidn a resolver serd la ecuacion independiente

del tiempo con U(x) =0 en el interior de la caja.

-n* d’p(x)
—_— =FEolx
2m  dx’ ()
Operando:
d*p(x) 2mE s
=— ‘p(x)=—cte” ‘p(x
1 e @(x) P(x)
donde se ha definido
2mE

=cte’ =k’

hZ



.y, . , . . y . . 1 .7
La ecuacion anterior es analoga a la de un movimiento armoénico simple . Por tanto, la solucion

sera:
o(x) = A-sen(kx + @)
. p(x=0)=0 . .
Las condiciones de contorno del problema (x=1)=0 permiten determinar las constantes. En
¢ X = =
efecto:

0=A4sen(0+¢) — seng=0 — ¢=0
n
0= A-sen(k-L) — sen(k'L)y=0 —> kL=nmr - k:T

donde n =1, 2, 3, etc. El valor n =0 no es posible porque ni k ni L son nulos (dicho de otro

modo, la soluciéon 7 = 0 no es una funcioén de onda).

Sustituyendo en nuestro cambio de variable k* =

e se obtienen los posibles valores de

energia de la particula:

B k*h? B n’

E 2
2m  2mL

La energia de la particula estd cuantizada y dicha cuantizacion aparece de forma natural al
resolver la ecuacion de Schrédinger que gobierna su comportamiento. El valor £ =0 no esta

permitido, es decir, la particula no puede estar en reposo porque se violaria el principio de

. . h
incertidumbre. Como Ax = L, Ap no puede ser nulo porque Ax-Ap >—.

4
Finalmente, la funcion de onda sera:
n
o(x) = A-sen| —x
L
.., .., o Lo, o meex .
La condicién de normalizacion J- P(x)dx=1 - .[0 A" sen ( ]-dx =1 permite
determinar el valor de A . Integrando se obtiene:
1 L 2 ‘
nwex
A —| x— ‘sen =1
2 2rzn L 0
. _ . d’x k . k
Recuérdese que la ecuacion para el sistema masa-muelle 7 = —X tenia por solucion X = A-sen| —t + ¢ . Como
t m m

las ecuaciones son formalmente idénticas, puede trasladarse el resultado identificando correctamente las variables.



Y, despejando para obtener el valor de 4: 4= 2

L
donde se ha empleado la relaciéon sen’a = % — l‘cos 2a).

Por tanto, la funcion de onda normalizada sera:

o(x)= %sen(% x] .
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