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Ampliacion de Matematicas y Métodos Numéricos

Relacién de ejercicios

2. Introduccion a los Métodos Numéricos

Ej. 1 — El problema del cédlculo del punto de corte de dos rectas con pendiente similar es un problema
mal condicionado. Comprobarlo hallando el punto de corte de las rectas

1 1
=-(3- =——(3-—
y=508-2),  y=5556-2)
y el de
1
=-(3- = ——(3—-0.998z).
y=5@-2), y=555( x)
Ej. 2 — Si se resuelve la ecuacién de segundo grado 22 4+ 10z + 107 = 0 con el método normal, al
calcular la raiz
oo b VB —dac —10* + V108 —4-10-1°
- 2a B 2

en MATLAB, a pesar de trabajar con 16 digitos, se aproxima por 0, que no es la solucién. Sin embargo,
al calcular la otra raiz,

_ —b— VB2 —dac 10" — 105 —4-10-10

T2 = % - 2 )

en MATLAB, se obtiene el valor —10%, que es una buena aproximacién. Comprobar todo esto, y que si
calculamos primero la segunda raiz y posteriormente la primera mediante

c
Tl = —
axr9
en MATLAB se obtiene —1014,
Ej. 3 — Sea la ecuacién e*~3 = 2 — z. Trabajando en aritmética de cinco digitos:

(a) Acotar su solucién entre los dos enteros més cercanos y usarlos como intervalo de partida para dar
cuatro iteraciones del método de biparticién. Acotar el error cometido y deducir de esa cota cudntos
decimales correctos debe tener la aproximacién encontrada.

(b) Tomando como valor inicial la dltima aproximacién obtenida en el apartado anterior, dar tres
iteraciones del método de Newton. Comprobar si la aproximacion encontrada tiene cuatro decimales
correctos.

Ej. 4 — Trabajando en aritmética de cuatro digitos, encontrar la interseccién de las graficas de las

funciones y = e® y y = 2%

(a) Usando el método de Newton (dar 3 iteraciones). ;Tiene la solucién obtenida tres cifras decimales
correctas?

(b) Usando un método de punto fijo (dar 3 iteraciones empezando tomando como punto de partida el
mismo que se haya tomado en el apartado anterior). ; Tiene la solucién obtenida tres cifras decimales
correctas?



Ej. 5 — Se pretende aproximar el nimero /5. Usando aritmética de cinco digitos:

(a) Dar cuatro pasos del método de biparticién a partir del intervalo [a,b] = [1,2]. ;Cudntos pasos
habria que dar con este método para obtener una aproximacion con cuatro decimales correctos?

(b) Utilizar para ello el método de Newton a partir de la tltima aproximacién obtenida en el apartado
anterior, realizando tantas iteraciones como sea necesario para obtener cuatro decimales correctos.
Comprobar que la aproximacién obtenida tiene los decimales correctos requeridos.

Ej. 6 — Se pretende aproximar el nimero 7, usando la funcién f(z) = sen(x). Usando aritmética de
cinco digitos:

(a) Acotar la primera rafz positiva entre dos nimeros enteros consecutivos y usarlos como intervalo
inicial para dar tres pasos del método de Regula Falsi. ;Tiene la solucién obtenida tres cifras
decimales correctas?

(b) A partir del valor obtenido en el apartado anterior, dar tantas iteraciones del método de Newton
como sea necesario para que los cuatro digitos decimales obtenidos sean correctos.

Ej. 7 — Sea la funcién f(x) = 2% + 422 — 10. Trabajando en aritmética de cuatro digitos:

(a) Acotar su raiz positiva entre los dos enteros mds cercanos y usarlos para dar tres iteraciones del
método de Regula Falsi. ; Tiene la aproximacién encontrada dos decimales correctos?

(b) Tiene la funcién anterior un punto critico en el intervalo [—3, —2]7 Justificar la respuesta y, en caso
afirmativo, aproximarlo dando tres iteraciones del método de de la secante a partir de ese intervalo.

Ej. 8 — Sea la ecuacién eV**~1 = 2y/x + 1.24. Usando aritmética de cinco digitos:

(a) Acotar la primera solucién positiva de la ecuacién entre los enteros més préximos y utilizarlos como
intervalo inicial para dar tres iteraciones del método de la secante.

(b) Aproximar la misma raiz del apartado anterior utilizando los dos métodos de punto fijo que salen de
despejar la variable x de la ecuacién. Para ello, tomar como valor inicial el nimero entero siguiente
a la aproximacién de la raiz encontrada en el apartado anterior y realizar tres iteraciones. Comentar
los resultados, y si en alguno de los casos éste es bueno, comprobar cuantos decimales correctos
tiene la solucion.
Ej. 9 — Sea la funcién f(xz) = e* + x, que tiene su unica raiz en el intervalo [—1,0]. Trabajando con
redondeo y cuatro cifras decimales no nulas:

(a) Partiendo del intervalo anterior y usando la cota de error conocida del método de biparticién,
determinar cuédntas iteraciones de dicho método es necesario realizar para poder asegurar que la
aproximacién obtenida tiene una cifra decimal correcta. Dar cuatro iteraciones de ese método par-
tiendo del mismo intervalo y comprobar que la primera cifra decimal del valor x, obtenido es
correcta. jContradice esto el resultado anterior?

(b) Dar cuatro iteraciones del método de Newton a partir de g = 0 y comprobar si las cuatro cifras
decimales de x4 son correctas.
Ej. 10 — Sea la ecuacién f(z) = In(xz) + x = 0. Trabajando con redondeo y cautro cuatro cifras
decimales no nulas:

(a) Comprobar que tiene una solucién en el intervalo [0,1] y dar cuatro iteraciones del método de
Newton a partir de zg = 1. Comprobar si las cuatro cifras decimales de z3 son correctas.

(b) Determinar los dos métodos de punto fijo que se pueden obtener al despejar las x que se encuentran
en la ecuacién. Partiendo de xyp = 1, comprobar que uno de ellos no converge y dar seis iteraciones
del otro, comprobando a su vez si la primera cifra decimal del valor xg obtenido es correcta. ;Y la
segunda?

Ej. 11 — Se pretende reconstruir la trayectoria de un balén desde que el jugador lo golpea hasta que
entra en la porteria a 1 metro del suelo. La trayectoria del balén obedece a la siguiente ecuacién, en la
que x representa la distancia horizontal e y la altura sobre el suelo:

) z=5 5—a
y = 2cosh 3 —(63 +63>.



(a) Aproximar, dando tres iteraciones del método de Newton, la distancia desde la que el jugador
golpeod el balén. Para ello, acotar la primera solucién positiva entre dos niimeros enteros consecutivos
y usar como zq el primero de ellos.
(b) Usando como intervalo inicial el obtenido en el apartado anterior, dar cuatro pasos del método de
biparticion. Tiene la solucién obtenida 4 digitos correctos?
Ej. 12 — Nos ofrecen un crédito de 6000 euros a devolver en 50 mensualidades de 150 euros. Llaman-
do C al importe del préstamo, n al nimero de pagos, a al importe del plazo, i al tipo de interés aplicado,
y siendo r = 1 + i, se satisface la siguiente ecuacién:

r"—1

cr* = .
r=a——

(a) Utilizar el método de Newton para obtener el interés del crédito partiendo de la estimacién inicial
r = 1.1, hasta alcanzar un error menor que 107°.

(b) Utilizar dos métodos de punto fijo distintos para hacer un estudio alternativo, dando cuatro itera-
ciones con cada uno de ellos y analizando en cada caso su convergencia.

Ej. 13 — Un método de punto fijo z,+1 = g(z,) para el que g € C'([a,b]) y existe una constante
0 < L <1 tal que |¢'(z)| < L, para todo = € [a, b], converge localmente. Es més, el error cometido puede

acotarse como sigue:
n

N L
Ep|l =T —Tp| S —|T1 — |-
lea] = | | < T lo - ol

Suponiendo que estamos trabajando con un método de punto fijo convergente para el que |g'(z)| <
0.7 para todo = en nuestro intervalo de interés y para el que, si 9 = 10, se obtiene el valor z; =
11.8400, determinar cuantas iteraciones de este método seria necesario realizar para poder asegurar que

la aproximacién obtenida tiene 4 cifras decimales correctas.
Ej. 14 — Un sistema de ecuaciones no lineales f(xz) = 0, con z € R" y f un campo vectorial de n

componentes, se puede resolver con el método de Newton para sistemas:
2 = g ®) — (77 ®) ),

donde J f denota la matriz jacobiana de f. Aproximar la solucién del siguiente sistema no lineal mediante
tres iteraciones del método de Newton a partirde x =1, y = 1:

?2+9?2 = 10
1.2_y2 — 1

Ej. 15 — La tabla

20 =10 f(z0) =0
xo =7/3 | f(xe) =1.732

corresponde a la funcién tangente. Trabajando en aritmética de cuatro digitos:

(a) Calcular el polinomio de interpolacién correspondiente a los datos de la tabla y utilizarlo para
aproximar el valor de la tangente en 7/4. Utilizarlo también para aproximar el valor de la tangente
en 7/2 y calibrar el error cometido en ese caso.

(b) Utilizar los datos de la tabla para construir un polinomio de interpolacién que nos permita aproximar
el valor de la funcién arcotangente en 1. Calcular dicha apoximacién.

Ej. 16 — La tabla

o = 0 f(l'()) =0
x1=7/8 | f(x1)=0.4142
1'2:71'/4 f(xg)zl

corresponde a la funcién tangente. Trabajando en aritmética de cuatro digitos:

(a) Aproximar fow/ : tg x dxr usando la regla del punto medio, usando la regla del trapecio, y usando la
regla de Simpson, y los valores adecuados de la tabla para cada caso.



(b) Acotar el error cometido en las aproximaciones obtenidas en el apartado anterior con la regla del
punto medio y la regla del trapecio. Teniendo en cuenta que una primitiva de tg 2 es —In(cos ),
iel logaritmo neperiano de qué nimero se ha aproximado en el apartado anterior?

Ej. 17 — Usando la tabla del ejercicio anterior y trabajando en aritmética de cuatro digitos:

(a) Aproximar la derivada de la tangente en 7/8 usando una férmula de derivacién descentrada y la
férmula de derivacion centrada de dos puntos. Utilizar la expresion del error conocida para dichas
aproximaciones para acotar el error cometido en cada caso.

(b) Aproximar fow/ 4 tg x dx utilizando la regla del trapecio compuesta (usando dnicamente los puntos
de la tabla).

Ej. 18 — Sea el vector = (—7/3,—7/6,0,7/6,7/3).

(a) Aproximar la derivada de la funcién tg « en ¢ = 0 usando la férmula de derivacién centrada de dos
puntos y los dos valores de h posibles si s6lo se permite usar valores de la tangente en los puntos
del vector x. Estimar el error cometido en cada caso.

(b) Aproximar también dicha derivada usando la férmula de derivacién centrada de cuatro puntos
siguiente:

y _ flwo —2h) = 8f(wo — h) +8f(xo + h) — f(zo + 2h)
f(wo) ~ 121 '

Comparar el resultado con los obtenidos en el apartado anterior y con el valor exacto de la derivada
de tg z en z9 = 0.

Ej. 19 — La siguiente tabla recoge la temperatura a distintas distancias de uno de los extremos de un
conducto de metal de 4 metros de longitud:

x; o1 |2]3] 4
T(x;) | 50 | 48 | 44 | 38 | 30

Trabajando en aritmética de cuatro digitos:
(a) Calcular el polinomio de interpolacién correspondiente a los datos de la tabla.

(b) Calcular el polinomio de aproximacién minimo-cuadritica ¢(z) = ag + aiz. Para ello, escribir el
sistema sobredeterminado Ma = y, el sistema compatible determinado Ga = z y resolver este
ultimo para hallar p(z).

Ej. 20 — Usando la tabla del ejercicio anterior y trabajando en aritmética de cuatro digitos:

(a) La temperatura media del conducto viene dada por i f04 T(x) dz. Aproximarla usando el polinomio
de interpolacién obtenido anteriormente, y a continuacién, usando el polinomio de aproximacion de
grado uno.

(b) Aproximar también la temperatura media usando la férmula del trapecio. Tanto la dltima aproxi-
macién obtenida en el apartado anterior como la obtenida en éste se basan en la utilizacién de un
polinomio de grado uno: justificar cual de las dos ofrece a priori una mejor aproximacion.

Ej. 21 — Sea la funcién f(z) =2senz +e °.

(a) Encontrar el polinomio g(x) de grado 1 que mejor aproxima a f(x) en [0, 1] utilizando aproximacién
continua. Calcular g(1) y g(0.25).

(b) Encontrar el polinomio P(x) que interpola el valor de f(z) enlosnodoszg = 0,21 = 1,23 = 1.5.
Calcular P(1) y P(0.25).

Ej. 22 — Sea una férmula de integracién numérica

/0 F@)de ~ aof(—1) + arf(0) + asf(1) + asf(2).

(a) Deducir los coeficientes a; de forma que sea lo més exacta posible, y explicitar su error de trunca-
miento.

(b) Estimar con ella f02 1Jr$d15 usando aritmética de cuatro digitos y especificar el error cometido.
Ej. 23 — Sea la integral fls(xB — 222 + 2 — 3)dax.

(a) Estimar su valor y el error cometido mediante la férmula del trapecio.



(b) Estimar su valor y el error cometido mediante la férmula de Simpson, comentando el resultado
obtenido.
Ej. 24 — Sea la funcién f(z) = 2”.
(a) Calcular su polinomio interpolador usando los valores de x del conjunto {—2, —1,0, 1,2} y establecer,
a partir de dicho polinomio, el valor de v/2.

(b) Aproximar la integral de la funcién mediante el método de Simpson compuesto a partir de los cinco
puntos anteriormente calculados.
Ej. 25 — Los siguientes polinomios son los primeros de la serie conocida como familia de polinomios
de Legendre:

1 1
1 Z(32% - 1), =(bx® —
) T, 2(395 ), 2(5:': 3z),

(a) Comprobar que los polinomios anteriores son ortogonales en [—1, 1].

(b) Utilizarlos para calcular el polinomio de aproximacién minimo-cuadrética de grado 3 para la funcién
sen(wx) en [—1,1].

Ej. 26 — La siguiente tabla corresponde a la funcién cos(mx):
zo =0 flxo) =1
x1 =0.25 | f(x1)=0.7071
To = 0.5 f((L'Q) =0

Trabajando en aritmética de 4 digitos:

(a) Aproximar fol/ ? cos(mz) dx utilizando la regla de Simpson y acotar el error cometido.

(b) Aproximar fol/ 2 cos(mz) dx utilizando la regla del trapecio compuesta y acotar el error cometido.
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