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Formas cuadraticas y matrices simétricas reales

Sea A una matriz cuadrada simétrica de tamafio 2 x 2. La forma
cuadrdtica asociada a dicha matriz es el campo escalar definido por

faxoy) = (x ) A <j>

Igualmente para formas cuadréticas de R”, con n > 2.
Una forma cuadrética es siempre un polinomio de grado 2.

Ejemplo.
. 1 -2
Si A= (_2 _1), entonces
1 -2 X
fal,y) = (x y) (_2 _1> <y) =
=x%— dxy — y2
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El signo de la forma cuadratica asociada permite clasificar las matrices
simétricas.

@ Se dice que A es definida positiva si su forma cuadratica asociada es
siempre positiva, es decir fa(x,y) > 0 para todo (x,y) € R? no nulo.

@ Se dice que A es definida negativa si su forma cuadratica asociada es
siempre negativa, es decir fa(x,y) < 0 para todo (x,y) € R? no nulo.

© Se dice que A es indefinida si su forma cuadratica asociada cambia de
signo, es decir existen (x1,y1), (x2, y2) € R? tales que fa(xi,y1) >0y
fa(x2,y2) < 0.

@ Existen matrices A que no son ni definidas ni indefinidas, a dichas
matrices se les llama semidefinidas positivas si fa(x,y) > 0 para todo
(x,y) € R? y semidefinidas negativas si fa(x,y) < 0 para todo
(x,y) € R

&
A
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Determinacién del signo de una matriz simétrica

Sea A una matriz simétrica
@ A es definida positiva si y sélo si todos sus autovalores son positivos.
@ A es definida negativa si y sélo si todos sus autovalores son negativos.
© A es indefinida si y sélo si tiene autovalores negativos y positivos.

@ A es semidefinida positiva si los autovalores son no negativos y alguno
es cero.

© A es semidefinida negativa si los autovalores son no positivos y alguno
es cero.

>
[ A
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Criterio de Sylvester

411 d12 a3
Sea A= | ap1 ax» ax3 |y los menores principales
a31 a32 as3
411 d12 a3
Ap =|an axn ax
a31 a32 as3

di1 412

ar1  an|’

Ag = a1, A=

Teorema
Sea A es una matriz simétrica de orden n. Entonces:

©Q A es definida positiva <= A; > 0 para todo i =0,1,...n.
@ A es definida negativa < (—1)"A; < 0 para todo i =0,1,...n.

En cualquier otro caso la matriz es indefinida o semidefinida.
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Ejemplo

@ La matriz simétrica A = <11 _51> es definida positiva
-3 1 1
@ Lamatriz| 1 —1 —2] es definida negativa
1 -2 -5
1 -1 0 -1 -1 0
© Las siguientes matrices A= -1 1 0], B=[-1 -1 0]y
0O 0 2 0 0 1
0 -2 0
C=1|-2 0 0] noson definidas.
0O 0 2

Clasifica las anteriores matrices simétricas A, B y C del apartado 3
calculando sus autovalores.
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Polinomio de Taylor de un campo escalar de dos variables

@ El polinomio de Taylor de f centrado en (xp, yp) de grado 1 es aquel
cuya gréfica coincide con el plano tangente a f en (xp, yo), esto es

X — X
p1(x,y) = f(x0, ¥0) + dfixq,0) <y _ yg> :

fxy)=p1(xy)
x0,%0) T(x—x0.y—yo)l[ — 0.

@ El polinomio de Taylor de f centrado en (xp, yp) de grado 2 es

Se verifica que lim(, )

X — X
p2(x,y) =f(x0, y0) + df(XOJO) ( 0) +

Yy—Y
1 2 X — X0
_'_ E (X — X0 Y- )/O) d fiXo,yo) <y _ y0>
1 11 {) f(va)7p2(X7y) — &
El error producido verifica 1im(, ) (xo.y0) [0y —yo)I2 . &
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Ejemplo: Para f(x,y) = £, los polinomios de Taylor de

x—1"

grado 1y 2 centrados en (0, 0).

La diferencial es df = (—(;jll)z = 1) luego df(0,0) = ( 1 —1), por
tanto

pi(x,y) = F(0,0) + dfio) (jjg) C 1o 1) (X) _

y
= —1— x — y (plano tangente)

2(y+13) 1
A partir de df obtenemos la matriz hessiana d*f = ( (X_}) (Xo_l) )

(—1)*
, 5 -2 -1
en el origen es d“fg0) = 1 o ) Per tanto

pa(x,y) = -1+ (-1 -1) (X> 21, (x ¥) (_i _01> (;) B

=—1-x—y—xy—x° 2
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Extremos relativos

Se dice que f alcanza en un punto interior (xp, o) € U un maximo (resp.
minimo) relativo si existe un entorno de (xp, yo) de manera que para todo
(x,y) en dicho entorno se verifica

f(x,y) < f(x0,¥0) (resp. f(x,y) > f(x0,¥0))-

Los maximos y minimos relativos de f se denominan extremos relativos

>
[ A
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Condicién necesaria de la primera derivada.

Si f: UC R? — R es un campo escalar de clase C! en el abierto Uy f
alcanza un extremo relativo en (xo, yo) € U, entonces df,, .y = (0,0).

Definicion
Los puntos (xo, yo) € U que satisfacen df(,, .y = (0,0) se denominan
puntos criticos de f. Es decir, los puntos criticos son las soluciones del

sistema
df =(0,0)

| \

Definicion
Un punto (xo, yo) del interior de U C R? que no es un punto critico de f
se dice que es un punto regular de f. A la imagen de un punto regular,
f(xo0, yo) se le llama valor regular.

v

&
A
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Los puntos criticos de f que no son extremos relativos se denominan
puntos de silla.

o
A8
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Condicién suficiente de la segunda derivada.

Sea f: U C R? — R campo escalar de clase C3 en un abierto Uy
(x0, ¥0) € U un punto critico de f.
Q Si dzf(XO,yo) es definida positiva entonces f alcanza un minimo relativo
en (xo, y0)-
Q Si dzf(Xo,yO) es definida negativa entonces f alcanza un maximo
relativo en (xg, yo)-

Q Si d?fx, ) €s indefinida entonces f tiene un punto de silla en (xo, yo).

Q Si df(5, ) es semidefinida (positiva o negativa) no podemos decidir.

v

Nota.- Los conceptos y resultados anteriores pueden extenderse de forma
andloga a campos escalares de tres o mds variables.

&
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Ejemplo. Calcular y clasificar los puntos criticos del campo

escalar f(x,y) =(x —y) e¥

df = (=¥ +xy +1,—xy +x* = 1) &¥ = (0,0)

Puntos criticos: P, < L 1) P <1 1)
u riticos: =|——F,— =|—,——=
v T T\

_ (v (P —xy=2) eV (x—y)(xy+2) e
dzf_((x—y)(xy+2)exy —x(xy—x2+2)exy>

1 _ 3
e En Py = (—%,iﬁ Ho = ( *@{E \?\/E> indefinida. Punto
S V2ve  V2ye
de silla.
1 3
e En P = (%,—%) Hy = ( V2vVe  Vaye ) indefinida. Punto
V2ve | V2e £
de silla. AnenueaTren
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En la figura se puede apreciar la grafica de esta funcién cerca de los
puntos de silla.

&
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Extremos absolutos

Sea el campo escalar f: U C R? — R. Se dice que f alcanza un maximo
(resp. minimo) absoluto para U en (xp, o) € U si para todo (x,y) € U se
verifica que f(x, y) < f(xo0, yo) (resp. f(x,y) > f(xo0, 0)).

Los médximos y minimos absolutos de f se denominan, conjuntamente,
extremos absolutos de f en U.

Relacién entre extremos relativos y absolutos.

Si f alcanza un maximo (minimo) absoluto para U en un punto (xo, yo)
interior a U entonces f alcanza un maximo (minimo) relativo en (xo, yo).

&
A
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Teorema de Weierstrass para campos escalares

Dominios acotados en varias variables.

Un conjunto U C R? se dice acotado si estd contenido en algiin entorno
del cero.

Teorema

Sif: UCR? — R es un campo escalar continuo en un conjunto U
cerrado y acotado entonces existen el maximo absoluto y el minimo
absoluto de f en U.

A
[T
AnDALUCIA TeECH
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Busqueda de los extremos absolutos de un campo escalar

Para encontrar los extremos absolutos de f en U se realizan los siguientes
pasos:

© Garantizar la existencia de los extremos requeridos.
@ Encontrar los puntos criticos contenidos en el interior de U.

© Encontrar los puntos candidatos a extremo absoluto contenidos en la
frontera de U.

@ Evaluar f en todos los puntos seleccionados en los apartados 2 y 3.
En los puntos de mayor evaluacion se tiene que f alcanza el maximo
absoluto en U, y en los de menor evaluacién el minimo absoluto.

>
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Ejemplo

Comprobemos el teorema de Weierstrass para la funcién

f(x,y) = x> + y? — x en el conjunto cerrado y acotado que delimita la
hipérbola 3x? — 2y? + 6x = —2 y la recta x = /3 — 1.

Maxime

&
-
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Extremos relativos condicionados a una curva en el plano

Sean un c. e. f(x,y) y g(x,y) = 0 una curva definida en U € R? abierto.
Se dice que f alcanza maximo (resp. minimo) relativo condicionado en un
punto P = (xo, o) de la curva si existe un entorno de P de manera que
para todo punto (x,y) en dicho entorno tal que si g(x,y) = 0 se verifica
que f(x,y) < f(xo0,y0) (resp. f(x,y) > f(xo, ¥0)). Los maximos y minimos
relativos de f condicionados a g(x,y)=0 se denominan conjuntamente
extremos relativos de f condicionados a g(x,y) = 0.

Valor maxime relativo
o

ado
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Multiplicadores de Lagrange para una ecuacién en el plano.

Definimos la funcién de Lagrange como L(x,y,\) = f(x,y) + A\g(x,y).
Entonces los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos
que anulan la diferencial dL, , ») = (0,0,0), o lo que es equivalente entre

las soluciones del sistema

of og,
a(x?y) —+ )\a(xhy) =0
of og .
aiy(x’y) + )‘a(xay) =0
glx,y)=0

V.

Si (x0, Y0, Ao) es un punto critico de la funcién de Lagrange, el signo de la

forma cuadratica

fix (X0, ¥0) + Aogyx(x0, ¥0)  Fry(x0, ¥0) + Xogyy (0, o)

, foc(x0, ¥0) + Ao (%0, ¥0) iy (X0, ¥0) + Aogy (X0, y0)
d L(XD«YOJ\O) =
&«(x0, y0) & (x0, y0)

gx(X07 }/o)
& (0, y0)
0

<
determina el tipo de extremo relativo (maximo o minimo) condicionaffo....
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Extremos relativos condicionados a una superficie en el

espacio

Sean f(x, y,z) un campo escalar y g(x,y,z) = 0 una superficie definida
en un abierto U de R3.

Sea (xo, Y0, 20) un punto de la superficie, esto es g(xo, yo,20) = 0.

Se dice que f alcanza en (xp, ¥, 20) un maximo (resp. minimo) relativo
condicionado a g(x,y,z) = 0 si existe un entorno de (xo, yo, 2p) de manera
que para todo punto (x,y, z) perteneciente a dicho entorno tal que
g(x,y,z) = 0 se verifica que f(x,y,z) < f(xo, Yo, 20) (resp.

f(vaa Z) > f(Xo;)/o; ZO))'

Los maximos y minimos relativos de f condicionados a g(x,y,z) =0 se
denominan conjuntamente extremos relativos de f condicionados a la
superficie g(x, y,z) = 0.

>
[ A
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Multiplicadores de Lagrange para una ecuacién en el espacio

Definimos la funcién de Lagrange como

L(x,y,z,\) = f(x,y,2) + \g(x,y,2).

Entonces los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos
que anulan la diferencial dL, , , \) = (0,0,0,0), o lo que es equivalente
entre las soluciones del sistema

fe(x,y,2) + Agx(x,y,2) =0

f(va )‘f‘)\gy(x%) 0
f2(x,y, )+Agz(xy, z)=0
g(x,y,z) =

v

Si (x0, Y0, 20, Ao) €s un punto critico de la funcién de Lagrange, el signo de
la forma cuadratica d2L(x0,yo,zo,Ao) (de dimensidn 4).

&
A
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Extremo relativo condicionado a una curva en el espacio

gl(Xayaz) =0

una curva definidos
g2(X7y7Z) =0

Sean un campo escalar f(x,y,z)y {

en un abirto U del espacio R3.

Sea (xo, Y0, 20) un punto de la curva, se dice que f alcanza en (xo, Yo, Z0)
gi(x,y,2z) =0
g2(X7y7Z) =0
existe un entorno de (xg, yo, z0) de manera que para todo punto (x,y, z)
gl(X07y07ZO) =0
& (x0,¥0,20) =0
dESigualdad f(X7y7Z) S f(XO-/)/O,ZO) (resp. f(X‘/yaZ) Z f(XO7)/07ZO))-

un maximo (resp. minimo) relativo condicionado a { si

perteneciente a dicho entorno tal que { se verifica la

Los maximos y minimos relativos de f condicionados se denominan
conjuntamente extremos relativos de f condicionados .

>
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Multiplicadores de Lagrange para dos ecuaciones en el espacio.

Definimos la funcién de Lagrange como
L(X,y,Z, >‘a /‘L) = f(vavz) + )\gl(X,y,Z) + ,ugg(x,y,z).

Entonces los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos
que anulan la diferencial dL, , . » ) = (0,0,0,0,0), o lo que es
equivalente entre las soluciones del sistema

fX(x,y,z) + )‘ng(va72) + /Lg2X(X7ya Z) =0
fy(x,¥:2) + Ag1y(x, ¥, 2) + pgay(x,y,2) = 0
fz(X7yaZ) + )‘glz(xayaz) + ,Ug2z(xayvz) =0

gi(x,y,z) =0

g2(X7.y7 Z) =0
Si (x0, Y0, 20, N0, 110) €s un punto critico de la funcién de Lagrange, el
signo de la forma cuadrética d2L(X07yO’ZO,,\O’u0) (de dimensién 5). P,
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