* =

% Sll:‘se ) OCW-Universidad de Mélaga, http://ocw.uma.es (2014). Bajo licencia
Ware
Creative Commons Attribution- NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain @
Matematicas 111
Relacion de ejercicios Tema 3
Ejercicios
Ej. 1 — Reparametriza respecto a la longitud de arco la circunferencia de radio r siguiente:
a: [0,27] — R?
t — a(t) = (rcost,rsent)
Ej. 2 — Comprueba que la hélice parametrizada como

als) = (cosji,sen\%, \%) , seR

lo estd por longitud de arco.
Calcula el triedro de Frenet y la curvatura y torsién de dicha hélice.

Ej. 3 — Sea la curva parametrizada respecto a la longitud de arco dada por

4 3
B(s) = <5 coss,1 —sens, — coss)

Hallese k(s), 7(s) y el triedro de Frenet. Demuestra que esta curva es una circunferencia y halle
su centro y radio.

Ej. 4 — Demuestra que la curva « = asen’t, y = asentcost, 2 = acost estd sobre la esfera
S?(a) y que todos los planos osculadores y normales de esta curva pasan por el origen.

Ej. 5 — Sea § una curva regular parametrizada respecto de la longitud de arco sin puntos de
singularidad de orden 1.

La recta normal a [ en [3(s) es la recta que pasa por (s) y tiene vector de direccién 7i(s).
Supongamos que todas las rectas normales a 8 pasan por un punto fijo. ;Que se puede decir
acerca de la curva?

Ej. 6 —
1. Prueba que argsenhz = In (;U + Va2 + 1).

2. Usa el resultado anterior para parametrizar, respecto a la longitud de arco, la curva
a(t) = (', e, v/2t) comenzando en t = 0.

Ej. 7 — Demuestre que si todas las tangentes a una curva pasan por un punto fijo, dicha
curva es una recta.



Ej. 8 — Calcule las ecuaciones de las tres rectas normales a la curva xy = 4 que pasan a
través del punto (5, 5).

Ej. 9 — El lugar del punto de interseccién de la tangente a una curva C con la perpendicular
sobre esta tangente trazado por un punto A, se llama podaria de C respecto de A. Héllese la
podaria de una circunferencia de centro (2a,0) y radio 2a respecto al punto A = (0, 0).

Ej. 10 — Calcula la longitud de las curvas siguientes:
1. la definida en polares como p = 3senf con 0 € [—7/2,7/2].
2. la parabola y = 22 entre los puntos £ =0y = = a.
3. la espiral logaritmica p = e~% con 0 < 6 < 2nr.
4. la curva que se obtiene al intersecar las superficies y = 2% y 2z = %xy entre los puntos

(0,0,0) y (3,9,18).

Ej. 11 — Calcula la curvatura de las curvas definidas en el problema 10 anterior. Adema&s
calcula la torsién de la curva alabeada definida en el ejercicio 10.4.

Ej. 12 — Expresa una parametrizacién del elipsoide que tiene por ecuacion
22+ 22 + 22 =2

Encuentra una base, la ecuacion implicita del plano tangente, asi como el vector unitario, del

. . \/i 1
elipsoide en el punto p(—%7, 5,1).

Ej. 13 — Usa algin software tipo CAS (Computer Algebra System) para calcular la primera
y la segunda forma fundamental, el operador de Weingarten, las curvaturas de Gauss K y media
H, del elipsoide del ejercicio 12 anterior. Comprueba (gréficamente) que todos los puntos son
elipticos (K > 0).

Ej. 14 — Comprueba que el cono S de ecuacién implicita 22 = 22 + 32 con z > 0 se puede
parametrizar de la forma

D(p,0) = (pcosb, psend,p), con p € (0,00), 6 € (0,27)

Comprueba, ademas, que la imagen de la aplicacién de Gauss N: S — S? es uno de los paralelos
de la esfera, jcual?

Ej. 15 — Comprueba que las curvas defini-
das en forma paramétrica
alt) = (t,1,2 —t)
Bt)=(t—1,1—1t,2t* -4t +2)
se cortan en un punto y ambas estan conteni-
das en la superficie z = z(z — y).

1. Calcula el coseno del dangulo que forman ambas rectas en el punto de corte.

2. Usa la primera forma fundamental de la superficie dada para encontrar, de otra forma,
el coseno del angulo que forman ambas rectas en su punto de corte.

Ej. 16 — Calcula la curvatura de Gauss y la curvatura media de la superficie z = z(x — y)
del problema anterior.



Ej. 17 — Comprueba que los puntos de la
superficie z = sen(x + y) son puntos parabdli-
cos (es decir, K = 0). Prueba, ademas, que los
que también pertenecen a los planos z + y =
km, k € Z, son puntos llanos (dN = 0).

Ej. 18 — Demuéstrese que para todos los planos tangentes a la superficie 223 4+ y2/ 34 22/3 =
a?/3, 1a suma de los cuadrados de las longitudes de los segmentos que unen el origen a los puntos
de interseccién con los ejes coordenados es constante.

Soluciones
Solucién (Ej. 1) — Como s(t) = fot r2sen’ 412 cost dt = rt, tenemos que t(s) = 7, luego
B(s) = (aot)(s) = (rcos §,TS€I] f)
r T
Solucién (Ej. 2) — Tenemos o/(s) = (—\% sen =, % cos =, %) y, puesto que

1 S 1 S 1
o (s)]|=4/=sen? — 4+ =cos2 — + - =1
(o) = g sent 25+ eos? -4

sabemos que « es una parametrizacion por arco y t = o/(s).

2 V2l 9 V2’

—sen —=, 0). Por 1ltimo el vector binormal es

1
Ademids o' (s) = (— cos —=, ——sen —=,0 |, de donde la curvatura es k = % y el vector normal

e (e () ()

- 1 1
y su derivada b’ = —3 (— cos %, —sen %, 0) = —— 11, por tanto la torsién es

2
1
T==
2
Solucién (Ej. 3) — Es facil comprobar que 3”(s) = (—3 cos(s),sen(s), 2 cos(s)) tiene médu-

lo constante 1, luego la curvatura es k = 1. Por otro lado el vector binormal es constante
b= (—%,0, —%) y de aqui que b’(s) = 0, luego la torsién es 7 = 0 o lo que es lo mismo la
curva es plana. Una curva plana de curvatura constante es una circunferencia (o un arco de
circunferencia) y su radio es R = 1/k = 1.



El centro podemos calcularlo haciendo la intersecciéon de dos didmetros. Para s = 0 tenemos
un didmetro que es la recta r1 = (4/5 — 4/5\,1,—3/5 + 3/5\) y para s = m/2 tenemos otro
didmetro r2 = (0, i, 0). La interseccién de ambas es el centro C' = (0, 1,0).

Solucién (Ej. 4) — Para ver que la curva estd contenida en la esfera S?(a), tenemos que ver
que la distancia al origen es a

Va2 + y2 + 22 = Va2sen? t + a2 cos? tsen2t + a2 cos?t = a

Por otro lado, derivando y simplificando, obtenemos un vector (no unitario) en la direccién
tangente a la curva
T = (sin 2t, cos 2t, —sint)

y un normal (unitario) a la curva es el propio vector de posicién (porque estd en una esfera) y
que podemos simplificar,
N = (sim2 t,cost sint, cos t)

Por tanto, el plano osculador (determinado por 7'y N) en un punto es:

x —asin’t y—acostsint z—a cost x Y z
sin 2t cos 2t —sint | = |sin2t cos 2t —sint| =0
sin?t cost sint cost sin?t costsint cost

que, evidentemente, pasa por el origen de coordenadas.
De la misma forma, el vector binormal es proporcional a T'x N = B(B1, B2, B3), por tanto, la
ecuacién del plano normal (determinado por los vectores N y B) en un punto se puede expresar

x —asin®t y—acostsint z—a cost x Yy oz
sin?t cost sint cost =|N1 Ny N3 =0
B By B3 By By B3

que, claramente, pasa por el origen.

Solucién (Ej. 5) — Si C es el punto donde se cortan las rectas normales. La curva a = §—C
cumple o/ = 'y o = B, por tanto estd parametrizada por longitud de arco y sus rectas
normales se cortan en el origen de coordenadas. Esto tltimo nos proporciona la ecuacion

a(s) = M(s)a(s)

Sea k = ||a|| la curvatura de a (o de 3). Asi, tenemos a - a = A?k? y, puesto que a - o/ = 0,
derivando
/ / " 2 2
a-d+a-ad=0=Ik"=-1=A=-1/k

Es decir ||a|| = 1/k = R. Derivando tenemos R’ = d!g“ = Tfoca\\/ = 0, que nos prueba que el radio

de curvatura es constante.
Por otro lado, si b es el vector binormal, sabemos que

o /
7 o = I I I ~
b=txid=ax|—) =d x(ka) =0
K
de donde la curva es plana (porque tiene torsién cero).
Es decir, la curva es plana de curvatura constante, por tanto, es un arco de circunferencia.



Solucién (Ej. 6) —
1. Si y = argsenhx, entonces = = senh y y sabemos que

Y ) Y_e Y
coshy = %, senhy = “——

cosh?y —senh?y =1
e¥ = senhy + coshy

De aqui se obtiene el resultado.
2. El vector velocidad es o/ (t) = (ef, —e~*,v/2) de donde la longitud de arco

¢ t
s(t) = / o/ (z)]| dz = / \/mm? = 2senht
0 0

s Vs2+4
luego ¢t = argsenh(s/2) = In (5 + %)

De aqui que la curva parametrizada por longitud de arco es

Vs2+4 2 Vs2+4
B(s) = ST VS ’ V2In s, vs+4
2 s+Vs?+4 2 2
Solucién (Ej. 7) — Podemos suponer (haciendo una traslacién) que el punto fijo es el origen

de coordenadas y que estd parametrizada por longitud de arco, entonces la curva a se puede
expresar

a(s) = A(s)d/(s)

derivando tenemos o = XN'o/ + Ao’ y como o L Ao/ tenemos
(@ =Nd)y=0=N=1= X =s+cte

De lo anterior deducimos que (s + cte)a’”(s) = 0, luego necesariamente ha de ser o/ = 0 que
hace que o/ sea un vector constante que es equivalente a que « sea una recta.

Solucién (Ej. 8) — Si parametrizamos una rama de esta curva como «(t) = (4¢,1/t) con
t > 0, tenemos que o/(t) = (4, —1/t?), luego un vector con la direccién normal en cada punto
es (1/t2,4) que nos da el haz de rectas normales en cada punto

x:475+1%2
y=144\

Para encontrar cuéles de ellas pasan por el punto (5,5) planteamos el sistema de ecuaciones

4t+3=5
1+ﬁ = A=52 — 43y 16t* — 203 +5t—-1=0
L+arn=5

esta dltima ecuacién polinémica tiene cuatro soluciones t =1, t =3t =1 yt= -1

’ 27 1 2
Obsérvese que la tltima solucién no se corresponde con la rama de la hipérbola elegida (¢t > 0) y
adema&s nos da la misma recta normal que t = % Por tanto, las tres rectas normales se obtienen



de los puntos «a(t) y los vectores de direccion siguientes:
t=1=a(l)=(4,1),7=(1,4) =y—1=4(z —4)

t:%:a(l/Z):(2,2),17:(4,4):y—2:(x—2)

1 1
t= 1= a(l/4)=(1,4),7=(16,4) =y —4 = 1(1‘ -1)
Solucién (Ej. 9) — La circunferencia se parametriza como C = (2a + 2a cost, 2asent).

Un vector en la direccién tangente es (—sent,cost). Entonces la recta tangente que pasa por
un punto en t es

x —2acost—2a y—2asent

T

= =xcost+ ysent = 2a + 2acost
—sent cost

y la recta perpendicular a esta que pasa por el origen de coordenadas es
N =2xsent —ycost =0

La interseccién de R y N es el lugar geométrico que nos piden que es
una curva

a(t) = (2acost (1 + cost),2asent (1 + cost))

v que se corresponde con una cardioide.

Solucién (Ej. 10) —

1. ["%,3d0 =3

9. fo \/1—|——21}dl' argsenh (2a) + a@
3. mer\/ie,tdt \[ (l_e—2n7r)

4. Parametrizamos como a(t) = (t 2, 2¢2 ) que toma los puntosent =0y t = 3.

/\/1+4t2+4t4dt /2t2+1)dt—21

Solucién (Ej. 11) —

1 z(0) = 3senfcosf luego Kk = 2"~y 2 Es una circunferencia
" | y(6) =3sen?6 ) THeBO K= ()2 + (y)2)3/2 ~ 3 :
2. Una parametrizacién estandar es x(t) = t,y(t) = t>. Entonces k = —2—.
(41241)2
3. Haciendo z() = e =% cos 6, y(6) = e ?sen 6 tenemos x = 6702
4. Con la parametrizaciéon dada en el problema anterior, tenemos

B |a/ x || B 2
B (22 4 1)?

6



y, como o (t) = (0,0,4), la torsién es:

det(o/, o, ") 2
T= ! 1|2 - 2
la” > | (262 +1)
Solucién (Ej. 12) — Una parametrizacion ® = (x,y, z) es la siguiente:

T = ﬂcosucosv

Yy = cosusenv

2 =+/2senu

con —7/2 < u < 7/2y 0 < v < 2w, obteniéndose el punto p con u = w/4,v = 37 /4. Las
derivadas parciales son

P, = (—\@senucos v, — Sen u sen v, V2 cos u)
P, = (—\/ﬁcosu sen v, cos U Cos v, 0>
Asi obtenemos una base del plano tangente en p:
T 3T 1 1 T 3T 1 1
- — ) =-—,5,1 ol - —|=(——F,—=,0
(G- (i) o (53) - (et
luego la ecuacién del plano tangente en dicho punto es

20 4+2y+2z2z=4

Pyuxdy _ (1
[Py x Dy | V5’ 5’ 5)"

El vector normal unitario en p es N =

Solucién (Ej. 13) —

L = 2 — sin (u)? sin (v)? cos (u) sin (u) cos (v) sin (v)
P \cos (u) sin (u) cos (v) sin (v)  cos (u)?sin (v)? + cos (u)?
N o= - V2 cos(u)? cos(v) 2 cos(u)2 sin(v) . V/2 cos(u) sin(u)
P \/2 cos(u)? sin(v)2+2 cos(u)? ’ \/2 cos(u)? sin(v)2+2 cos(u)? ’ \/2 cos(u)* sin(v)2+2 cos(u)?
2 cos(u) 0
M= \/2 cos(u)? sin(v)2+2 cos(u)?
0 cos(u) \/2 cos(u)? sin(v)?+2 cos(u)?
cos(u)? sin(v)?+1
_ cos(u) sin(v)2+cos(u) sin(u) cos(v) sin(v) \/2 cos(u)? sin(v)2+2 cos(u)?

AN, — (cos(u)2 sin(v)2+1) \/2 cos(u)? sin(v)2+2 cos(u)? 2 cos(u)? s,in(v)4+4 cos(u)? sin(v)?+2

P sin(u) cos(v) sin(v) _ (cos(u)dfcos(u)) sin(v)2+2 cos(u)

(cos( )2 sin(v) 2+1) \/2 cos(u)? sin(v)?+2 cos(u)? (cos(u)2 sin(v)2+1) \/2 cos(u)? sin(v)?+2 cos(u)?
<cos( )% — 1) sin (v)* + <—sin (u)? cos (v)? + cos (u)? + 1> sin (v)? + 2
K= (1)
. . 2

2 cos (u)® sm( )% 4+ 6 cos (u )4 sin (v)* + 6 cos (u)?sin (v)? + 2

(cos (u)? sin (v)? + 3) \/2 cos (u)*sin (v)% 4 2 cos (u)?
)

3

4 cos (u)5 sin (v)* + 8 cos (u) sin (v)? + 4 cos (u



Solucién (Ej. 14) — La comprobacién es trivial.
La aplicacién de Gauss nos da

Si parametrizamos la esfera S? de la forma

x(p, ) = sen ¢ cos «
y(p,a) = sen psen«
z(p, ) = cos

donde —% < ¢ < 7 nos da los paralelos y 0 < a < 27 los meridianos, tenemos que N(p, f) caen
en el paralelo de la esfera ¢ = —m/4 (hemisferio sur, para entendernos).

Solucién (Ej. 15) — Las curvas se corten en el punto p = (=1,1,2) = a(—1) = £(0). La
comprobacién de que ambas estdn contenidas en la superficie es trivial.

1. Tenenos dos vectores del plano tangente determinado por cada una de las curvas

o' (—1) = (1,0,-3), B(0) = (1,—1,—4)

13
3v210°

2. Parametrizando la superficie como ®(u,v) = (u,v,u (u — v)), tenemos

que tiene cosf =

D, (u,v) = (1,0,2u —v), ®y(u,v) = (0,1, —u)
Calculamos la primera forma fundamental.
E=Qu—-v)?+1, F=—u2u—v), G=u*+1

El punto p = (—1,1,2) se tiene para u = —1,v = 1, luego la primera forma fundamental
en este punto es £ =10, FF = -3, G =2.

Por otro lado, la curva « se obtiene de ® parau =t,v =1= v =1,v" = 0. La curva 3
se obtiene de ® parau =t —1,v =1—t = ' = 1,9 = —1 El producto escalar de las

curvas en punto es
10 -3 1
ot ()
De igual manera se calcula

ol )00 (3 ) ()

De donde se obtiene el mismo coseno que en el apartado anterior.



Solucién (Ej. 16) — Tenemos la primera forma fundamental, del ejercicio anterior.
E=2u—-v)?+1, F=—uRu—-v),G=u®+1
De la ecuacién implicita de la superficie z(z — y) — z = 0 podemos sacar el gradiente
Vfi=Q2x—-y,—x,—1) = (2u—v,—u,—1)

Con este método puede que la orientacion del vector normal sea contraria a la buscada, respecto
a la base del plano tangente {®,, ®,}, comprobamos

1 0 2u—w
0 1 —u | =—Q2u—-v)?—-u’-1<0
20—v —u -1

luego, invertimos la orientacién y normalizamos para obtener la aplicacién de Gauss

N(u,v)z( v —2u u 1 >

V2 —duv +5u2 + 1 Vo2 —duv + 5u2 + 1 Vo2 — duv + 5u? + 1

(Se podria haber hecho con el producto vectorial &, A ®,.) Las derivadas segundas de ® son
o, =(0,0,2), &, =(0,0,-1), P, = (0,0,0)

Entonces
2
V2 —duv+5u+1

1
=(N,®yy) = —
J={ ) Vo2 —4duv+5u+1
g:<N7(I)Uv>:O

e=(N,®y,) =

La curvatura de Gauss es .

(V2 —4uv+5u2 + 1)

K =

y la curvatura media es

_1eG—2fF +gE

H 5 EC _F? —(uv—u2+1) Vo2 — duv + 5u2 + 1

Solucién (Ej. 17) — Si parametrimos como ®(z,y) = (x,y,sen(x + y)), el endomorfismo de
Weingarten, en cada punto es:

sen(y+x) ; sen(y+x) .
_ | 2cos?(y+z)+1)2  (2cos?(y+z)+1)2
dNP - senzzer:r) sen:L(lera:)

3 3
(2cos?(y+x)+1)2  (2cos?(y+z)+1)2



3
Solucién (Ej. 18) — Parametrizando ®(u,v) = <u3,v3, (—v2 —u? + CL%) 2), obtenemos el

plano tangente \/ —v% — u? + as (u112$ +ulvy — agu%Q) +u?v?2 =0.
Por tanto los puntos de corte de este plano tangente con los tres ejes coordenados son

X = (a%u,0,0), Y = (O,agv,O), Z = <O,O,a§ \ —v2 — u? —i—ag)

de donde la suma de las tres distancias al origen al cuadrado es
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