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Funcion Gamma

Mp) = / tP~te"t dt para p > 0
0

o ri1)=1.

@ M(p+1)=pl(p).

@ I'(n)=(n—1)! paracadane Z™.
Q r(3)=vr.

Ejemplo
Asi, tenemos que
o (5) =4! =24,
15/7
o 1(3)= 31() = 1) = 33hvi= BF.
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Relacionada con la funcién I aparece la funcién (3, que se define, para
cada par de reales postivos, p, g € RT, como

1
B(p. q) = /0 11— x)7 L dx

Propiedades
Q 5(p,q) = B(q,p).

/2
Q A(p,q) = 2/ sen®P~! ¢t cos?9 ! ¢ dt.
0

o tp)- 10
@ 3(3:3) = )
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Funcién Beta

Aplicaciones.

@

2 1
/ senatcosbtdtziﬁ(%,%)
0

v

Ejemplo
/2 1 8
5 1
tdt = — 3.2)= —
o /0 sen 26( ,2) 15
@ Usando la simetria y la paridad de la funcién coseno tenemos

3 s
2 o tdi— — [ cosPrdi— _tg(ta —_2
/0 cos’ tdt = /Ocos tdt = 26(2,3)— 15

2
Q / sen3 tcos* t dt = 777
0

iy
Q / sen® tcos* t dt = 777
0
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Funcién Beta

Aplicaciones.

@

2 1
/ senatcosbtdtziﬁ(%,%)
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v

Ejemplo
/2 1 8
5 1
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0

o3 4 4
t tdt = —
Q /0 sen” t cos 3t
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Integral doble de un campo escalar sobre un rectangulo

Si f: R — R es un c. e. de dos variables continuo sobre el rectdngulo
R = [a, b] x [c, d] entonces se define la integral doble de f sobre R como

_ =A@
[ reerron= im B=EES ) J

que, en caso de ser f positiva, coincide con el volumen de la region
delimitada por la grafica de f y por el rectangulo R.

Integrales iteradas de un campo escalar sobre un rectangulo

/Cd [/abf(x,y)dx] &
/ab [/Cdf(x,y)dy] o
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Teorema (de Fubini sobre rectdngulos)

Sif: R — R es un campo escalar continuo en el rectangulo

R = [a, b] x [c, d] C R? entonces ambas integrales iteradas coinciden

/Cd {/abf(X,}/) dx] dy:/ab [/Cd F(x.y) dy} dX://R f(x,y) dxdy

Y, ademds coinciden con la integral doble sobre el rectangulo, es decir,

//Rf(x,y)dA://Rf(x,y)dxdy
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Ejemplo

Consideremos el campo escalar f(x,y) = x*> — xy. Comprobamos el

teorema de Fubini en el rectangulo [—2,1] x [0, 2].

2 1 21,3 2 11 2
/ [/ x2—xydx]dy:/ [x_xy] dy:/3y+3dy:
0o /-2 o L3 2 | — o 2

3y? 2
= |2 43 =9
o,

o
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Ejemplo
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Regién proyectable en el plano

Region X-proyectable D Regién Y -proyectable D

Lf=-=-=-=-

X

oF-=-=-=-=-=
Y

{(xoy)ixelablyelelx),dX)]}  {(x,y):y € e, dlx € [a(y), b(y)]}

Existen regiones que son X-proyectables e Y -proyectables (ambas cosels).
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Existen regiones que no son proyectables:

&
A
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Existen regiones que no son proyectables:

Ejemplo

La regién circular D = {(x,y) : x*> + y? < a?} es tanto X-proyectable
como Y-proyectable.

D= {(X,y):XG [—a,a],—\/mgyg \/ﬂ}
D= {(X,y) Ly €[-a,a, —Va? —y2 <x < /2 —y2}
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Integracién

Sea f: D C R?> — R un campo escalar continuo sobre la regién
X-proyectable D. La integral doble en D se define como

//D f(x,y)dA:/ab [/C(d:) f(x,y)dy] dx J

Igualmente, si el campo escalar f es continuo en la regién Y-proyectable
D entonces se define la integral doble como

//Df(x,y)dA:/cd [/ab(y)f(x,y)dx] dy J

(v)

p
[ A
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Teorema (de Fubini sobre regiones proyectables)

Sif: D CR?— R es un campo continuo sobre la regién D la cual es
X-proyectable y también Y -proyectable, es decir que puede escribirse como

D={(x,y) e R?: xe[ab]ye[cx)d )} =
={(x,y) )eR?:y € e, d],x € [aly ,b(y)]}

entonces

[ rnran= [ [ | o= [ [ ryen] o

v

&
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Sea D el disco de radio 1 centrado en el origen. Calculemos la siguiente
integral doble:

D ={(x,y): x> +y* <1}, // xy® dA
D

SoLUCION: Considerando D como Y-proyectable, tenemos

1 py/1-y2 1
//xysz:/ / Xyzdxdy:/ Ody =0
D —1J—/1-y? -1

Igualmente
1 pvV1-x2
//xysz—/ / xy?dydx = ...
D —1J—-V1-x2
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y > x?

Calculemos // (x+y)dAcon D= {
D y<4a

\ A / //D(x+y)dA=/22 </X:(X+y)dy> dx —
- [xyﬂj]f o —

2 X4
:/ <4X+8—X3—> dx =
o 2

* X3 128
— |2x2 _Z _ “°
[ x“ + 8x 2 10])(:2 3

N

Y

-2 2

>
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Propiedades de la integral doble

© Linealidad:

//D(af+5g)dxdy—a//Dfdxdy—i—/B//ngxdy

@ Aditividad: si D = D;UD,
/ f(x,y)dxdy = / f(x,y) dxdy + / f(x,y) dxdy
D1 D2

© Monotonia: Si f(x,y) < g(x,y) para todo (x,y) € D, entonces

// f(x,y) dxdy<// g(x,y) dxdy.
(%) ‘//D f(x,y)dxd}/‘ S/D’f(X,Y)’dXdy,

o vol(V)://Dmdxdy

Q srea(D) = / / dxdy -~
D
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Cambio de variables

Una transformacién o cambio de variables, T: A— D es uno a uno si es
inyectiva 'y T(A) = D (y, por tanto, A= T~1(D)).

A A

v A T y D= T(A)

A 4
Y

u X

x = x(u,v)

y=ywy) g

ANDALUGIA TecH
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Teorema (del cambio de variables para integrales dobles)

Seaelc. e f: D CR? — R continuo en D conjunto cerrado y acotado.

y =y(u,v)
region A en la regién D. Si dicho cambio de variables es de clase C* en un
abierto que contenga a la region A en el cual, salvo un cantidad finita de
9(x,y)
d(u, v)

Jlp oy = [ ot |55

Nota: El jacobiano del cambio de variables actiia como factor de
dilataciéon o de compresion del area al pasar de A a D mediante la
transformacién dada.

x =x(u,v . .
Sea { (u,v) un cambio de variables que transforma uno a uno la

puntos y el jacobiano J = = 0, entonces

dudv

&
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Calculemos / / (x2y?) dxdy siendo D la regién del plano limitada por
D
1<xy<2ypor 1<x?y <2

.yA X2y21

Efectuando el cambio de variable
u=xy
v =x%y

// (x%y?) dxdy = // u21 dudv = zIn2
D RV 3 P
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Algunos de los cambios de variables mds utilizados en el

plano son:

= 0
@ Cambio a coordenadas polares: {X reos conr>0y
y =rsenf
0
6 € [0, 27]. Jacobiano J = 8(():: g)) =
@ Cambio a coordenadas polares trasladadas al punto (a, b):
= 0
X =adrcos Jacobiano es J =r.
y=b+rsenf
© Cambio a coordenadas elipticas de semiejes a, b > 0:
= 0
X = arcos . Jacobiano J = abr
y=brsenf
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Calculemos [ [ xy? dxdy siendo D el circulo de radio 1.

2 1
// xy2dxdy:/ [/ rcos<9-r2sen29~rdr] db =
D 0 0

27 1 3 p0=27
1 0
:/ cosGsen20[/ r4dr] d9:[sen } =0
0 0 50 3 Jyoo

9 x = rcosf
y =rsenf Y
A

A

2

ANDALUGIA TecH

OCW UMA Tema 4 19 /28



Vamos a calcular // x dxdy siendo D la regién limitada por la elipse
D

x? 4 4y? =4y la recta 2y = x.

T (v2.5)y 023
x = 2rcosf
/ {y:rsenH
P(r=1,6= %) y Q(r = 1,9:%”)

5w

s 1
//xdxdy:/4 / 2r cosf - 2rdrd9——£
D 0= r=0
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Integral triple de un campo escalar sobre un paralelepipedo

///R iz e = ///R f(x,y, z) dxdydz =
P o] o]

El teorema de Fubini para paralelepipedos garantiza que si f es un campo
escalar continuo sobre el paralelepipedo R = [a1, b1] X [a2, ba] X [a3, bs3]
entonces la integral triple se puede calcular como una integral iterada en
cualquier orden de las variables. |
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Regién proyectable en el espacio.

Sea V C R3? una regidn en el espacio. Se dice que V es XY-proyectable si
existe una regién del plano D cerrada y acotada, y existen dos campos
escalares a3(x,y) y bs(x,y) continuos en D tales que

V={(x,y,z) € R3: (x,y) € D,z € [a3(x, y), bs(x,y)|}

Igualmente se pueden definir regiones XZ-proyectables y regiones
YZ-proyectables.

>
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Sea f: V C R® — R un campo escalar continuo sobre la regién
XY -proyectable V, con (x,y) € Dy z € [a3(x,y), b3(x, y)]}. La integral
triple en V se define como

/ / / X, y,2) dxdydz = / / [ /aa(x,;)y) (x y,z)dz] dxdy. J

Igualmente se definen las integrales triples para regiones XZ-proyectables y
regiones YZ-proyectables.

Ademis, el teorema de Fubini para regiones proyectables en el espacio
garantiza que si la regién V puede describirse como regidn proyectable de
mas de una forma entonces las integrales triples aplicadas en cada caso
obtienen el mismo resultado.

Volumen de una regién del espacio

vol(V) = ///V dxdydz.

OCW UMA Tema 4 23 /28



Ejemplo

Volumen de un tetraedro

Y
<

a

X
c—Sx—3y
// / ’ dz dxdy:// (C—EX—E)/> dxdy
D z=0 D a b
a (@) c c 2 pe(x — a)? abc
/x:0[/y=0 (c—gx—gy)dy dX:/0232 dx = 7
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Coordenadas cilindricas

X = rcosf
y=rsenf) conr>0,0¢c]0,2r), zeR

zZ =2z
El jacobiano de este cambio es M =
a(r,0,z)
Eje Z
- P

*
z |
o]

Eje Y
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Coordenadas esféricas

X = pcos ¢sen

y = psengsenf conp>0,60¢€][0,7], ¢el0,2m)

z = pcosf
o x,y,z) 4
Su jacobiano es ——"—~ = p“senf.
A(p, 0, ®) )
Eje Z
. P
z ,/’T
0 R I
ol y
+ > \\\/0\56,7(9 E_]e Y &
........ ¢\\\ P
Tema 4 26 / 28
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Ejemplo
© Calculemos el volumen del cilindro V de radio R y altura h. Para ello
usaremos, obviamente, coordenadas cilindricas.

R 2 h
/// dxdydz = / / / |J| dzddr = 7 R*h
v r=0 J6=0 Jz=0

@ Calculemos el volumen de la esfera de radio R. Usaremos, claro est3,
coordenadas esféricas.

R 2T T
/ / dxdydz = / / / p?sen 0 dOdpdr =
% p=0 J$=0 JH=0
R

4
= / 4rp® dp = 7R3
0 3

&
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