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1. Integral de linea

1.1. Integrales de linea de campos escalares

Definicion. Sea C' una curva parametrizada regular a trozos en el plano con parametrizacién
a(t) con t € [a,b] . Sea el campo escalar f: U C R? — R de forma que C C U y f es continuo
en C. La integral de linea de f a lo largo de la curva C' se define como el niimero

b
/C fdc = / F(a(t) llo/(t)]| dt

Otras notaciones habituales para la integral de linea del campo f en C son / fdso / fdr.
C C

Si C es una curva cerrada se suele representar la integral de linea como ¢ fdC. A veces, a la

C
integral de linea de un campo escalar se le suele llamar integral de linea respecto a la longitud
de arco.
Igualmente se define la integral de linea de campos escalares de dimension tres.



Proposicion. La integral de linea de campos escalares es independiente de la parametrizacién
elegida para la curva.
Efectivamente, sea 5 = « o ¢ con ¢: [a/,b'] — [a,b] una reparametrizacién de la curva C
(con ¢'(u) # 0). Entonces
1% v
I= [ fB@)I8 Wl de= [ flalp(w) ] (pu)e (u)] du
a

a

y haciendo el cambio de variable t = ¢(u) (dt = ¢'(u) du), tenemos

e T
S I COICIE o

Si ¢’ > 0, tenemos ¢(

N=ay ) =b, dedondef_fjf(a(t ( \dt [ fdC y si
¢’ <0, tenemos ¢(a’) =by (b )|

(V') = a, de donde I = [,* f(a(t) \o/()”( = | fdcC.

Propiedades. Sean dos campos escalares f,g: U C R?> — R continuos en U y C C U una
curva parametrizada regular a trozos.

1. Siz,peR entonces/(/\f—i—ug)dC: /\/ de’—i—,u/ gdC.
C C C
2. Si para todo (x,y) € C se verifica que f(x,y) < g(x,y) entonces / fdC < / gdC.
C C

3. Si C = (7 Uy, definida en dos tramos, entonces / fdC = fdC + / fdC.
C Co

4. Lalongitud de la curva C es la integral de linea a lo largo de C' del campo escalar constante
igual a 1.

Ejemplo. Calculemos la integral del campo escalar f(z,y) =
sen(z+y) alo largo del tridngulo de vértices A(0,0), B(1,1) y C(0,2).
Al ser una curva regular a trozos calculamos la integral en cada uno
de los segmentos:

Cy parametrizado ai(t) = (1 —t)A+tB = (t,t), con 0 <t <1
Cy parametrizado ag(t) = (1 —t)B+tC =(1—t,1+1),0<t<1 A
C3 parametrizado as(t) = (1 —t)C' +tA = (0,2 — 2t),con0 <t <1

1 1 1
/ fdC = [ sen(2t)V2dt + / sen 2v/2 dt + / 2sen(2 — 2t)dt =
c 0 0

0

= [— C(j;t}: + [\th sen 2}(1) + [COS(Q - 2t)}(1) =

B 2\/§sen2— (2+\/§)c0s2+\@+2
N 2




Ejemplo. Calculemos la masa de un alambre de forma helicoidal «(t) = (acost,asent,bt),
con a,b € RT, que tiene una funcién de densidad p(x,y, 2) = 22 4 y? + 22, entre los puntos t = 0
y t = 2m.

Solucién: Tenemos que o' (t) = (—asent, acost,b), luego

2
M:/pdC:/ (a? cos® t + a®sen® t + b*t%)v/a2? sen? +a? cos? t + b2 dt =
C 0

2w 2w
_/ (a2+b2t2)\/a2+62dt—2a2\/a2—|—b27r+62\/a2+b2/ t2dt =
0

0
va? + b2 (8%362 + 67Ta2)
N 3

1.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Sea C' una curva parametrizada regular a trozos en el plano con parametrizacién a(t) con
t € [a,b]. Sea el campo vectorial F: U C R? — R de forma que C C U y F es continuo en C.
La integral de linea de F' (o circulacion de F) a lo largo de la curva C se define como el nimero

LF@C:[}@@yd@ﬁ

Se acostumbra expresar la curva como C' = (z,y) y a su derivada dC = (dz,dy) y al campo
vectorial con sus coordenadas F' = (P, Q). De esta forma la integral de linea se expresa

/F-dC:/Pda:Jery
C C

Si C es una curva cerrada entonces se denota la integral de linea como 3@0 F-dC.

Igualmente se puede definir para campos vectoriales en el espacio, / Fidx + Fody 4 Fsdz.
C

Proposicion. El valor de la integral de linea depende tnicamente de la orientacién de la
parametrizacién tomada para C, es decir, es independiente salvo por la orientacién.

Efectivamente, sea = « o ¢ con ¢: [a/,b] — [a,b] una reparametrizacién de la curva C
(con ¢'(u) # 0). Entonces

v /4
1= [ F(B)-B(w)du= / Fla(p(w) - o () (o(u)) du

a’ a’

y haciendo el cambio de variable t = ¢(u) (dt = ¢'(u) du), tenemos

b
o(V) / (a(t)) -/ (t)dt si¢ >0
I:/ Flat)-d'(t)dt ="
©

F
) :i/ F.dC
(@) / Fla(t)-o/(dt sig <0 7
b

Propiedades. Sean dos campos vectoriales F,G: U C R? — R? continuos en U y C C U una
curva parametrizada regular a trozos.

1. Si A\, € R entonces /

(AF+,uG)~dC:)\/
C

F-dC+u/G-dC.
c c



2. Si —C representa la misma curva que C' parametrizada en sentido contrario, se verifica

que/ F-dC:—/F‘dC.
—C C

3. Si C = C1 Uy, definida en dos tramos, entonces /
C

F-dC = F-dC’+/ F-dC.
C Cs
Ejemplo. Calculemos el trabajo (integral de linea) de una particula dentro del campo de
fuerzas F(z,y) = (z + y,ry?) que se mueve por la curva cerrada determinada por la pardbola

x = y? entre el punto A(1,1) y el punto B(1,—1) y un segmento recto hasta al punto A.
Solucién: El tramo de la parabola queda parametrizado como a(t) = (2, —t) con t € [~1,1]
y el tramo recto como ((t) = (1,2t — 1) con t € [0, 1]. Luego

fF-dC’:?{(m—l—y,ny)-(dx,dy):7{(96+y)dx+a:y2dy:
c c c

1 1
:/ (t2—t)2tdt—|—t2(—t)2(—1)dt+/ 2t-0dt + (2t —1)% - 2dt =

-1 0
[t o2 o7 et 26 2
14 3 5] 3 ], 15 3
16
15

2. Campos conservativos. Potencial y rotacional.

Conjuntos conexos y conjuntos convexos

Un conjunto U de R? o de R? se dice conezo si para cualquier par de puntos suyos existe
un camino (curva parametrizada regular a trozos) interior a U que los une.

Se dice que el conjunto U es convero si el segmento que une a cualquier par de puntos de U
estd contenido en U. Evidentemente, si U es convexo entonces U es conexo.

(a) Conjunto que no es (b) Conjunto conexo,
conexo PEro no convexo

Ejemplo. El conjunto R? es, obviamente, convexo, pero si le quitamos un punto (por ejemplo
el origen de coordenadas) ya no es convexo, aunque sigue siendo conexo. Si a R? le quitamos
una recta, por ejemplo uno de los ejes coordenados, deja de ser convexo y también deja de ser
conexo.

Ejemplo Si consideramos el conjunto R menos uno de sus ejes coordenados no es convexo
pero si es conexo. ;Qué quitarias a R? para que deje de ser conexo?



Componentes conexas. Los conjuntos no conexos se pueden considerar como una unién de
conjuntos que si son conexos. A cada uno de ellos se le denomina componente conezxa.

2.1. Campo conservativo y potencial

Sea F': U C R? — R? un campo vectorial continuo en un conjunto U conexo. Se dice que F'
es conservativo en U si para todo par de puntos A, B € U las integrales de linea a lo largo de
todos los caminos contenidos en U que tienen a A como punto inicial y a B como punto final

B
F-dC’:/ F.dC.
A

dan el mismo resultado. En ese caso puede escribirse, /
C

Potencial de un campo vectorial. Sea F: U C R? — R? un campo vectorial continuo en
un conjunto U conexo y abierto. Se dice que F' deriva de un potencial en U si existe un campo
escalar f: U C R? — R (llamado potencial de F en U) de clase C! que verifique Vf = F en U.

Las anteriores definiciones son validas para campos vectoriales en el espacio.

Ejemplo. El campo vectorial F(z,y) = (xQITyQ, %) estd definido en el conjunto conexo y

abierto U = R? — {(0,0)} y deriva del siguiente potencial f(z,y) = 3 In(2? + y?).

Regla de Barrow para integrales de linea. Sea F: U C R? — R? un campo vectorial
continuo en un conjunto U conexo y abierto. Si F' deriva de un potencial f en U entonces F' es
conservativo en U y ademas

B
/ FdC = [(B) - f(A)

A
para todo potencial f suyo.

Teorema fundamental de la integal de linea. Sea F: U C R? — R? un campo vectorial
continuo en un conjunto U conexo y abierto. Si F' es conservativo en U entonces F' deriva de
un potencial en U y ademas el campo

(=,y)
flag) = [ Fedc

A

es un potencial suyo.

Condiciones equivalentes de campo conservativo. Sea F: U C R? — R? un campo
vectorial continuo en un conjunto U conexo y abierto. Son equivalentes:

1. F es conservativo en U.

2. F deriva de un potencial en U.

3. Para todo camino cerrado C contenido en U ocurre que 7{ F-dC =0.
C



Ejemplo. El siguiente campo vectorial F(z,y) = (ﬁ, %) deriva de un potencial, por

tanto es conservativo. Su integral sobre una linea cerrada, por ejemplo la circunferencia S!, es
siempre nula.

2
cost sent
F.-dS= —————————d(cost) + ——————d(sent) =
721 /0 cos?t + sen?t ( )+cos2t+sen2t ( )

27
:/ —costsentdt +sentcostdt =0
0

Calculo del potencial de un campo conservativo

Si un campo vectorial F: U C R? — R? definido en un abierto y conexo U es conservativo,
podemos calcular un potencial del cual derivan de dos formas distintas:

Método 1. Utilizando el teorema fundamental de la integral de linea a lo largo de un camino
C' conveniente desde un punto A(aq,az) al punto (x,y). Por ejemplo, el camino formado
por los segmentos (a1, az), (z,a2) y (z,a2), (z,y).

(z,y)
faw= [ Fac

A

Método 2. Integrando por separada cada coordenada del campo vectorial F'.

Vf = (fx(a?,y),fy(x,y)) = (Fl(xvy)7F2($’y)) = f(:z,y) = /Fl(xay) dr + ¢(y)

Derivando respecto de la variable y tenemos

0| F d
f lézuy> $+¢l(y):>

o [ Fy(z,y)d
S/ 1é$y) 3«"] dy
Yy

fy(may) = Fg(l',y) =

o) = [ [Fm,y) -

de donde se calcula f(z,y).

Andlogamente se calcula el potencial haciendo f(z,y) = [ Fody + ¢(z) y razonando del
mismo modo.

Ejemplo. Calculemos el potencial de F(z,y) = (zy? + x + 1, 2%y — 2) por ambos métodos.

Método 1. Como esté definida en todo R?, consideramos el segmento C' desde (0,0) a (z,0):
a(t) = (t,0), con 0 <t < xy el segmento desde (z,0) a (x,y): 5(t) = (z,t) con 0 <t < y.
Entonces

(z.) x
f(a:,y)):/(o)y F'dC':/O (t+1)dt+/()y(x2t—2)dt:

)

2 2,2
x Ty
= — — —2y+C
5 +z+ 5 Y+
Método 2. Integrando respecto de x tenemos
2,2 2
x x
flay) = /(a:y2+:c+1)da;= R TR ()

Py—2=2"y+¢'(y) = ¢ (y) = -2=¢(y) =-2y+C

luego

2.2 2
x x
f(x,y):Ty+3+:U—2y+C



2.2. Rotacional de un campo vectorial
Rotacional en el plano

Sea F = (Fy, Fy) un campo vectorial de dos dimensiones de clase C! en el abierto U. El
rotacional del campo F' es un campo escalar definido de la forma
oF, O0F;

t = F=—2—-—=
ro V x o ay

Condicién necesaria de campo conservativo. Sea F: U C R?> — R? un campo vectorial
de clase C' en un conjunto U conexo y abierto. Si F' es conservativo en U entonces F es
irrotacional en U (rot(F') = 0 en todo U).

Condicién equivalente de campo conservativo para regiones convexas. Sea F': U C
R? — R? un campo vectorial de clase C! en un conjunto U convexo y abierto. El campo F es
conservativo en U si, y s6lo si, F' es irrotacional en U.

Nota. Todos los conceptos y resultados anteriores son aplicables a campos vectoriales en el
espacio, pero en ese caso hay que tener en cuenta que el concepto de rotacional varia, siendo
éste ahora un campo vectorial. Mas concretamente:

2.2.1. Rotacional en el espacio.

Si F = (Fy, F», F3) es un campo vectorial de tres dimensiones de clase C! en el abierto U,
entonces se define el rotacional del campo F' en U como un nuevo campo vectorial dado por

)
— =2
Ol = VX = 1o oy 0z 0z ox ' Ox oy

Fy

- <8F3 OF, OF, OF; OF apl)

T8l
e =

3. Calculo vectorial en el plano: Teorema de Green.

3.1. Conjuntos simplemente conexos en el plano

Teorema de la curva de Jordan. Recordemos que una curva de Jordan es un camino
cerrado simple. Toda curva cerrada simple del plano divide al plano en dos componentes conexas
disjuntas que tienen a la curva como frontera comin. Una de estas componentes esta acotada
(el interior de la curva) y la otra es no acotada y se le llama exterior.

Regién simplemente conexa

Se dice que la regién U C R? es simplemente coneza si es conexa y la regién encerrada por
cualquier curva de Jordan trazada en U estd también contenida en U.
Si una regién conexa no es simplemente conexa se denomina maultiplemente conexa.

Ejemplo. Una region conexa plana a la que se le suprime un punto o més del interior es una
regién multiplemente conexa. Asi R? es simplemente conexo, si bien R — {(0,0)} ya no lo es.



(c) Simplemente conexa. (d) Multiplemente conexa.

Figura 1: Regiones simplemente conexa y multiplemente conexa en el plano.

3.2. Teorema de Green

Teorema de Green para regiones simplemente conexas. Sea C una curva de Jordan y
D la regién encerrada por ella. Si F': U C R? — R? es un campo vectorial plano de clase C' en
el abierto U de forma que D C U entonces:

// roth:z:dy:j{ F-dC,
D C+

donde C7 representa la curva de Jordan orientada positivamente. Si F' = (P, Q) la igualdad
anterior la podemos escribir también como

// dxdy—j{ Pdz +Qdy

Ejemplo. Calculemos la integral f ydz 4+ 2% dy siendo C' las siguientes curvas cerradas:
C

1. la curva que rodea el cuadrado [0,1] x [0, 1].

1
fydm—i—aﬂdy:// (2x—1)dxdy:/(2$—1)dx20
c [0,1]x[0,1] 0

2. La circunferencia de radio 1 centrada en el origen.

j{yda:—i—x dy—// (2x — 1) d:cdy—/ / (2rcos@ — 1)rdrdf =
0=0 Jr=0
2 2 117"
—/0 (SCOSH—) df = [356110—26}0 =—7

El teorema de Green nos puede facilitar también el calculo de integrales en recintos acotados
bordeados por curvas conocidas.

2 2
Ejemplo. Calculemos el area de la elipse % + y—Q = 1 usando el teorema de Green.

En este caso usamos cualquier campo vectorial F' = (P, Q) que cumpla @, — P, = 1, por

ejemplo F' = (0, ), asi
A—// 1dxdy—f xdy
D c+

y parametrizando la elipse como «(t) = (acost,bsent), con 0 < ¢t < 27, tenemos

o 2 2 13
A:/ acostbcostdt:4ab/ cos” tdt = 2abp3 (5,5) = mab
0 0



Condicién equivalente de campo conservativo para regiones simplemente conexas.
Sea F: U C R? — R? un campo vectorial de clase C! en un conjunto U simplemente conexo y
abierto. El campo F' es conservativo en U si, y sélo si, F' es irrotacional en U.

Teorema de Green para regiones multiplemente conexas.
Si C,Ch,...,Cp, son curvas de Jordan de forma que Cy,...,C, C;
verifican las siguientes condiciones:

1. todas estdn contenidas en la regién encerrada por C,
2. son disjuntas dos a dos,

3. ninguna estd contenida en la region encerrada por otra de
ellas.

Sea D la regién encerrada por la curva C' que es exterior a las curvas Cy,...,Cp. Si F: U C
R? — R? es un campo vectorial de clase C! en el abierto U de forma que D C U entonces:

p
//rothxdy:f F-dCZy{ F - dC;
b or =1 /CF

donde CT, C;L representan la curvas de Jordan orientadas positivamente.

Ejemplo. Calculamos / / (z + y) dydy, usando el anterior teorema, donde D es laTegipn
D

Para aplicar el teorema de Green buscamos un campo vectorial F' = (P, Q) de forma que Q,—
P, =z +y, por ejemplo F(z,y) = (—xy,zy). Si representamos por C' y C; las circunferencias
de radio 2 y radio 1, respectivamente, tenemos

// (x+y)dxdy:7{ xyd:c+xydy}{ —zydr + xydy =
D ct cf

1

2
:/ —2cost-2sent (—2sent)dt + 2cost-2sent (2cost)dt —
0
2
—/ —cost-sent (—sent)dt + cost - sent (cost)dt =
0

27 27
—7/ costsethdt+7/ cos’tsentdt =0
0 0

4. Ecuaciones difenciales exactas

Sea F' = (P,Q) un campo vectorial continuo en un conjunto conexo U C R2, diremos que
una ecuacién diferencial de la forma P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 o equivalentemente P(z,y)dz +
Q(z,y)dy = 0 es una ecuacion diferencial exacta si el campo vectorial F' = (P, Q) deriva de un
potencial.

Solucion de una ecuacion diferencial exacta. Sila ecuacion diferencial

P(m.vy) + Q(mvy)y/ =0

es exacta f es de clase C' en U es una funcién potencial del correspondiente campo vectorial F =
(P, Q) entonces la solucién general de dicha ecuacién diferencial viene dada por f(x,y) = cte.



Ejemplo. La ecuacién diferencial y1y' = x es exacta y tiene por soluciones %(gﬂ — 22) = cte.

. Cuéles son las soluciones que verifican y(0) = 17

Factor integrante. Sea F' = (P,(Q) un campo vectorial continuo en un conjunto conexo
U C R?, diremos que una funcién u(z,y) continua en U es un factor integrante de la ecuacién
diferencial P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 cuando, al multiplicar por u(z,y), la ecuacién resultante
w(z,y)P(z,y) + p(x,y)Q(z,y)y’ = 0 es una ecuacién diferencial exacta.

Caracterizacion del factor integrante en regiones simplemente conexas. Sea F' =
(P, Q) un campo vectorial de clase C' en un conjunto simplemente conexo U C R?, entonces
u(z,y) es un factor integrante de P(z,y) + Q(z,y)y = 0 si, y sdlo si,

pyP — p12Q = (Qu — Py)p. (1)

Factor integrante que s6lo depende de una variable. Un caso sencillo, pero interesante
es cuando el factor integrante depende de una sola variable, por ejemplo de x, esto es u(x,y) =
d(x). En este caso la igualdad (1) se transforma en

_5/Q = (Qx - Py)5

Es maés, la igualdad la igualdad (1) nos garantiza que el factor integrante p(zx,y) sélo dependen
de x, si y s6lo si, el cociente
Qa(z,y) — Py(z,y)

_Q($7 y)
es una funcién, llamémosla g, que sélo depende de x. Para obtener un factor integrante con esta
propiedad, basta resolver la ecuacién diferencial &’ = g(x)d, que es de variables separadas. En
concreto, %/ = g(z), con lo que el factor integrante es §(z) = e/ 9(*) dz,
Un resultado andlogo se puede obtener para factores integrantes que sélo dependen de la
variable y. En este caso obtenemos que si

Qm(l‘, y) B Py(l" y)
P(z,y)

es una funcién, llamémosla h, que sdlo depende de y, entonces un factor integrante de la corres-
pondiente ecuacién diferencial viene dado por d(y) = e/ M) dy,

Ejemplo. La ecuacién diferencial y(1 + xy)dz — xdy = 0 no es exacta, si bien, llamando
P(z,y) =y(1+zy) y Q(z,y) = —x, tenemos
Qb _ 2

_Z _ 2
Iz ; = 0(y) =y

+ Ty dxr — % dy = 0 es exacta.
Yy Y

1
De donde la ecuacion diferencial

En el ejercicio 7?7 se muestran como se pueden encontrar factores integrantes que verifican
otras condiciones.
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