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Matematicas 111
Relacion de ejercicios Tema 6

Ejercicios
Ej. 1 — Encuentra una parametrizacién de las siguientes superficies y calcula el producto
vectorial fundamental para dichas parametrizaciones.
1. La porcién del plano z + y — z = 1 que verifica z > 0.
2. La porcién verificando 1 < x — z < 2 del plano paralelo al eje OZ que contiene al punto
(1,1,0) y a la direccién (1,1,0).
La porcién de la esfera 22 + y? 4+ 22 = 1 con z > 0, usando coordenadas cartesianas.
La esfera 22 + y* 4+ 22 = x + y.
El paraboloide 2z = 22 4 y? con z € [0, 1], usando coordenadas cartesianas.
El paraboloide z = 22 + y2 con z € [0, 2] como superficie de revolucién.
El cilindro z2 4 3% = 4.

La porcién de cilindro 22 4+ 22 = 1 con |y| < 1.
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El cilindro z? 4 y? = 2y.
10. La porcién de cono 22 = 3? + 2% con z € [0, 1], usando coordenadas cartesianas.

11. El cono 22 = 2% + y? como superficie de revolucion.

Ej. 2 — Encuentra una parametrizacion de las siguientes superficies y calcula el producto
vectorial fundamental para dichas parametrizaciones.

2 2 2 2 3

1. El cilindro eliptico 2—2 + Z—Q = 1. 3. El elipsoide % + Z—Q + i—Q =1.
2?2 2?2 )
2. El parab0101de — + i z. 4. El cono — + i P

Ej. 3 —
1. Prueba que si una superficie parametrizada regular tiene la forma ®(x,y) = (z,y, f(z,y))
con (z,y) € D entonces la norma del producto vectorial fundamental es

[Pz x @yl| = /1 + 2+ f7.

2. Prueba que para una superficie de revolucién con parametrizaciéon regular ®(t,6) =
(z(t)cos O, x(t)send, z(t)) para (t,0) € [a,b] x [0,27] la norma del producto vectorial

fundamental es
@ x D] = [z]y/ (2")* + (¥)°.



Ej. 4 — Calcula el area de las siguientes superficies.

1. La porcién del cilindro 22 4+ 22 = a? que estd dentro del cilindro z2 + y? = a?.

2. La porcién del plano x + y + z = a que estd dentro del cilindro z? + y? = a?.

@

La porcion del plano 2z +y+ 2z = 16 que esta delimitada por los planos x =0, x+y = 1,
y=0.

La porcién de la esfera 22 + y? 4+ 22 = a? que estd dentro del cilindro z? + y? = ax.

La porcién de la esfera 22 + y? 4+ 22 = 2z que estd dentro del paraboloide z = 22 + 3.
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La porcién del cono 2% = 2 4 y? interior a la esfera z2 + y? 4+ 2% = 2ay.

La porcién de cono 422 = x2 + y? interior al cilindro 4 = 22 + 2.

P N> O

La porcién de helicoide recto de ecuacién en coordenadas cilindricas z = 6 con r € [0, 1].

Ej. 5 — Calcula el drea de las siguientes superficies.
L S={(z,y,2) € R®: 2% +y* = 2y,0 < 2 < 2” + ¢*}
2. §= {(iU,y,Z) S R?) : $2+y2 = Z2722 _y2 S 1,(1) 2 Y, x, Y,z 2 O}

Ej. 6 — Considera el toro generado al girar la circunferencia de ecuacién (z — a)? + 2% = v?
con b < a alrededor del eje OZ. Halla el area de dicha superficie.

Ej. 7 — Calcula las siguientes integrales de superficie para campos escalares.

1. //S(x2 + 9% 4 2?)dS donde S es la porcién de esfera 2 + y? + 22 = 2z con z > 1.
2. //S 2222 dS donde S es la porcién de cilindro 22 4+ y? =1 con |z| < 1.
3. //S(:c4 —y* + 922 — 2222 + 1) dS donde
S={(x,y,2) eR3: 2?2 +9?> =22 2>0, 22 + 9> < 2z}
Ej. 8 — Calcula las siguientes integrales de superficie para campos vectoriales.

1. / / (x,2,0)-dS donde S es la superficie cerrada con orientacién exterior
S

S={(z,y,2) ER3: 22+ 2 = 2,2 <1} U{(z,y,2) ER3: 22 + 42 < 1,2 =1}.
2. // (22,92, 22%)-dS donde S es la superficie del cubo [0,1] x [0, 1] x [0, 1] con orientacién
extst;rior.
3. / / (x,y,0)-dS donde S es la semiesfera 22 +y2 + 22 = 1 con z > 0 y vectores normales

alejandose del origen.

Ej. 9 — Calcula directamente y usando el teorema de Stokes las siguientes integrales.
2 2 . z=2a?+ y2 .
1. 3yz* dex+xz° dy+4xyz dz donde C es la curva de ecuaciones orientada

positivamente si se observa desde el punto (0,0, 1).



2. y{ ydz 4+ 2xdy + zdz donde C' = C1 U (3 es la curva orientada negativamente si se

C
observa desde el origen formada en el primer octante por

o JP =1 o, JE =1
' (x—1)2 4+ 9% =22 2= y=20

4+ (y—-12=1

conz >0

3. 7{ x2? dx + (x — 2y) dy + 2°2 dz donde C es el tramo de {
C
orientada positivamente vista desde el origen.

4. 7{ zdx +ydy + z* dz donde C es el corte de la superficie
C

S ={(x,y,2) € R®: 4a? + 49> = 2% 2 € [0,4]}

con el plano y = 1 orientada positivamente.

Ej. 10 — Sea la superficie
S1 = {(:c,y,z) EIR{3:z—lz—(m2+y2),22m2+(y—1)2}

orientada de forma que los vectores normales se alejan del origen. Sea el campo vectorial
F(z,y,2) = (vy, —22, 2).

1. Calcula la integral / / rot ' - dS directamente.
S1

2. Determina la integral anterior usando el teorema de Stokes.

3. Sea V el volumen

V:{(x,y,z)6R3:z—1§—(:z:2—|—y2),z2:n2+(y—1)2}.

Halla la integral // [rot F' + (z,y, 2)] - dS mediante el teorema de Gauss donde S es la
S

frontera de V' con orientacién exterior.

Ej. 11 — Calcula directamente y usando el teorema de Gauss las siguientes integrales.
1. // (22,92, 2%)-dS donde S es la porcién del cono 2 +y? = 22 para z € [0, 1] con vectores
norsmales sobre la cara que no mira al eje OZ.
2. // (z2,y2,1)-dS donde S es la frontera del volumen interior a la esfera 22 +y2+2% = 25
conS z > 3 usando orientacion exterior.
3. // (;133, v, z) - dS donde S es la porcién de 2 4 32 = 1 para 0 < z < x + 2 con vectores
norsmales sobre la cara que no mira al eje OZ.
4. //(1 —2y,2y%, 14 2%) - dS donde S es la porcién de esfera z2 + y? + 22 =4 con z > 0
usa%do orientacion exterior.
Ej. 12 — Comprueba el teorema de Gauss en las siguientes situaciones.
1. Para el campo vectorial F(z,y,z) = (z,y, —z) y el volumen
V={(v,y,2) eR® :2? +y* + 22 < 29,y <1} U
{(z,y,2) ER? 22 + 22 <1,1 <y <3 —z}.



2. Para el campo vectorial F(z,y, z) = (y, —z, 2%) y el volumen
V= {(a:,y,z) ERY 2+ 2 +22<4,2> 2—y}.
3. Para el campo vectorial F(x,y,z) = (0,y,0) y el volumen
V ={(z,y,2) eER3: 2?2442 <2 <y}.
exterior.
Ej. 13 — Sea F(z,y,2) = (1—y,2y* 1+ 2?) y S ={(z,y,2) e R¥: 2? + 3> =1 — 2,2 > 0}.
Calcula la integral / /S rot I - dS, indicando la orientacién escogida, de las siguientes formas:

1. directamente,
2. usando el teorema de Stokes,

3. usando el teorema de Gauss.
Ej. 14 — Sean el campo vectorial F(x,y,z) = (z — 1,2,z — 2) y la superficie

S={(z,y,2) ER:2? +¢* =2z, 2 <2z}

1. Calcula directamente ¢ F-dC donde C es el borde de S con orientacién C positiva vista
C
desde el punto (0,0, 2).

2. Determina la integral anterior mediante el teorema de Stokes.

3. Halla / / F - dS mediante el teorema de la divergencia.
S

Ej. 15 — Sea el campo vectorial F(z,y,2) = (zy, 2,y).

1. Calcula directamente j{ F - dC donde C es la curva intersecciéon entre el paraboloide

C
2

2
z=— yz y el cilindro z% + yz = 1 orientada positivamente si se mira desde el origen.

x
2
2. Halla la integral anterior usando el teorema de Stokes.

3. Calcula / / F - dS mediante el teorema de la divergencia, donde S es la frontera del
S

volumen
V={(z,y,2) eR¥:2? +¢y* < 1,27 +2* <1}

orientada exteriormente.
Soluciones
Solucién (Ej. 2) —

1. ®(u,v) = (acosu,bsenu,v), con 0 <u < 2w, v € R.
o, x &, = (bcosu,asenu,0).



2. O(u,v) = (cw cos u, bv senu,vQ), con 0 <u < 2w, v>0.
P, x ®, = (2002 cos u, 2av? sen u, —abv).

3. ®(u,v) = (acosusenv,bsenusenv,ccosv), con 0 <u < 2r, 0 <v < 7.
P, x ®, = (—bccosusen? v, —acsen usen? v, —abcosvsenv).

4. ®(u,v) = (avcosu,bvsenu,v), con 0 < u < 27, v € R,
®, x &, = (bvcosu,avsenu, —abv).

Solucién (Ej. 4) —

1. 8a2. 3.3 5. 2. 7. 45,
4 ra’
2. \/3ma?. 4. 2(r — 2)a. 6.5 8. (argsenh (1) + y/3) fiz0

Solucién (Ej. 5) — 1. 4n. 2.

Solucién (Ej. 6) — 4r2ab.

Solucién (Ej. 7) — 1. 6. 2. —. 3. V2.

4
Solucién (Ej. 8) — 1. g 2.4. 3. g
. . —om m . .
Solucién (Ej. 9) — 1. 6 A 3. —m. 4. 0, el campo es irrotacional.
.. . 3w
Solucién (Ej. 10) — 1. 0. 2.0. 3. 6

Solucién (Ej. 11) — 1. g 2.1287.  3.5m. 4.0

8
Solucién (Ej. 12) — 1. . 2.\3r. 3. .
3 32
Solucién (Ej. 13) — 7. Elegida orientacién exterior (visto desde el origen).

Solucién (Ej. 14) — 1.y 2. 7. 3. m.



Solucién (Ej. 15) — Todas las integrales son 0.
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