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Introduccidn

Definicidon

Sea U C R" un conjunto abierto y conexo. Se llama ecuacién en
derivadas parciales (EDP) a aquella ecuacién en la que la incégnita es
un campo escalar definido en U y en la que aparecen sus derivadas
parciales de cualquier orden.

En este curso estudiaremos el caso para dos variables independientes.

F< du Ou 0%u O%u 0O3u

gu ou oru oty - C R?
Y0 dy’ Ox2’ By?’ Oxdy’ > Ocon (xy)eUc

o, escribiendo las parciales de forma simplificada:

F(X, ¥, U, Uy, Uy, U, Uyy, Uyy, - .. ) = 0 con (x,y) € U C R?

>
[ A

donde F es la funcién que “liga” todas las funciones entre si. Anoacicia Teen
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Se llama orden de una EDP al mayor indice de derivacién parcial que
aparece en la ecuacién.

A veces, en las aplicaciones fisicas, la variable independiente y se identifica
con el tiempo y se suele representar por t.
Por ejemplo,

Ur = a@° Uy

es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden conocida como
ecuacion del calor.

Una sencilla EDP de primer orden es la ecuaciéon

ou

5—0
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Soluciones

Una solucién de una EDP de orden k es un campo escalar u = f(x,y) de
clase C¥ que satisface la ecuacién al sustituir en ella la u y sus derivadas
parciales. Encontrar las soluciones se suele llamar integrar la ecuacion.

Observamos asi que, de la misma forma que en la solucién general de una
EDO aparacecian constantes arbitrarias, en la soluciéon de una EDP
aparacen funciones arbitrarias. Las soluciones de una EDP se restringen
con las llamadas condiciones de contorno o de frontera o las condiciones
iniciales.

Ejemplo

Para la ecuacién u, = 0, la restriccion u(x, x) = x estable una condicién
de frontera sobre la bisectriz del primer y tercer cuadrante. En este caso,
tenemos que la Unica solucién de la EDP es

U(va) =Yy
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Condiciones de Cauchy: que se dan generalmente en ecuaciones en
derivadas parciales en las que intervienen el tiempo. Asi si u
y u; son dadas para t = 0 se les llaman condiciones iniciales.

Condiciones de Dirichlet: en las que se buscan soluciones u en una
determinada regidon U C R que verifican ciertos valores en
cada punto de la frontera QU de la regidn.

>
&
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EDPs lineales

Definicion

Diremos que la ecuacidn F(x,y, u, Ux, Uy, Uxx, Uyy, Uxy, ... ) = 0 es lineal si
la funcién F es lineal respecto de u y de todas las derivadas parciales de u
que aparecen en ella.

o EDP lineal de primer orden:

Al(X>y)u + AQ(X,}/)UX + AB(Xa}/)Uy = f(X'/ y)
o EDP lineal de segundo orden:
Al(xﬁY)U+A2(X7Y)UX+A3(X7y)uy+A4(X>y)uXX+A5(X7Y)UXY+A6(X7y)uyy = f(va)

Decimos una una EDP lineal es de coeficientes constantes si todos las
funciones A;(x,y) = C; son funciones constantes.

>
[ A

Una EDP lineal es homogénea si f(x,y) = 0. -
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EDPs cuasilineales

Definicién
Diremos que una EDP es cuasilineal de primer orden si se expresa de la

forma
P(x,y, u)ux + Q(x,y, u)u, = R(x,y, u)

donde los P, Q, R son campos escalares definidos en una regién de R3.
Las ecuaciones cuasilineales de segundo orden son la forma:
Pl(Xaya U)UX+P2(X7y7 U)Uy+P3(X,_y, U)UXX+P4(Xay7 U)UXY+P5(X7y7 U)Uyy = R(X7y7 U)

donde los P; son campos escalares definidos en U C R3.

Obsérvese que las EDPs lineales son un caso particular de las cuasilineales.

&
A
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Algunos ejemplos clasicos de EDPs

.7

Ecuacidn del transporte.

La ecuacién de transporte en una dimension:

@%—C@—O
ot ox

donde u es funcién del tiempo t y de la posicidon x. Es lineal, de primer
orden y homogénea.

v

Ecuacién de propagacion de la luz.

ou\? H ou\? H ou\? o )
a._ a_ a_ — X, y,Z
Ox dy 0z J
describe la propagacién de los rayos luminosos en un medio no homogéneo

con indice de refraccién n(x, y, z). Es una ecuacién de primer orden, no
lineal y no homogénea con tres variables independientes.

v
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Algunos ejemplos clasicos de EDPs

Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Es un sistema con dos ecuaciones lineales de primer orden homogéneas:

ou_ov _
dy  Ox
Qu_Ov_,,
ox 0Oy

que representan las funciones complejas f(x + iy) = u(x, y) + iv(x,y) que
son derivables en el campo complejo.

v

Ecuacion de ondas.

_ 2
Uit = C Uxx

es la que satisface una funcién u(x, t) que representa las oscilaciones de
una cuerda. Es una ecuacién lineal de segundo orden y homogénea.

v

OCW UMA Tema 7 9/1




Algunos ejemplos clasicos de EDPs

Ecuacidn de disipacion del calor.

Uy = C2UXX

describe la evolucién de la temperatura de una barra homogénea de seccién
constante. También es una ecuacién lineal homogénea de segundo orden.

Ecuacién de Laplace.

La ecuacién
0%u N 0%u N 0%u
ox2  Oy?  0z2
satisface el potencial u del campo eléctrico en las regiones que no
contienen cargas. Es otro ejemplo de ecuacién lineal de segundo orden y

homogénea.

v
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EDPs de primer orden
Resolucién directa

Ejemplo

. Ou : . :
Resolvamos la ecuacién X 3x? +2y? — 1. Una simple integracién
X
conduce a

u(x,y) = x3+ 2xy2 —x+f(y)

Ejemplo
., Ou y
Resolvamos la ecuacién — + u = ™.
Jy
e*V y
u(x,y) =~ 3t c(x)e

Observa que la constante que aparece al resolver la EDO es una funcién
que depende de x cuando resolvemos la EDP.
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Método de separacién de variables

La idea es suponer que la solucién u(x,y) es de la forma

u(x,y) = ¢(x)¥(y)

A veces una simple sustituciéon conduce a dos ecuaciones diferenciales en
&(x) y en ¥(y), respectivamente, que se resuelven y permiten reconstruir
la solucién buscada.

Ejemplo

Resolvamos la siguiente EDP con condicién de Cauchy

ou ou

_— = —_ — -y

aX 28_)/’ U(O,y) €
P — k= ¢(x) = Creo
(é(x) 1 — _ — Cek(X—l—%)
ﬁ((;/) — ko yy) = Coe% } u(x,y) = o(x)¥(y)

y de la condicién de Cauchy u(x,y) = e~ 2x—y.
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Método de las caracteristicas

Para resolver una EDP cuasilineal con una EDP en dos variables
P(x,y,u)ux + Q(x,y, u)u, = R(x,y, u)

consideremos las superficies de nivel en el espacio z = u(x, y),la ecuacién
se puede interpretar como que el vector

(P(Xayvz)v Q(X7y72)7 R(X7y7z)) 1 (UX7 Uy,—].)

que es el gradiente del campo f(x,y,z) = u(x,y) — z. Esto nos lleva a
que dicho vector (P(x,y, z), Q(x,y,z), R(x,y, z)) es proporcional a los
vectores tangentes a las curvas contenidas en la superficie de nivel

z = u(x,y), dicho de otro modo

dx dy dz

P(vavz) Q(X,y,Z) R(X,y,Z) .i

ANDALUGIA TecH
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El método consiste, por tanto, en determinar las curvas tangentes al
campo vectorial F = (P, @, R) llamadas curvas caracteristicas y encontrar
el campo u(x,y) que definen estas curvas.

dx _ dy _ dz _
’D(X7Y7z) Q(X,y,Z) R(X,y,z)

lo que nos lleva al sistema de ecuaciones diferenciales

% = P(x,y, z)

J x = x(c1, ¢, c3, t)

d—y = Q(x,y,z) = y=yl(ca, e, a,t)
t z=2z(c1, 2, c3,t)

dz _ R(x,y, z)

dt - 7y7

donde c1, ¢, c3 son constantes de integracion.

&
A
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A partir de las condiciones iniciales se puede describir una curva directriz
(f(s),&(s), h(s)), imponiendo las condiciones iniciales (t = 0)

x(c1, 2, ¢3,0) = f(s)
y(clu €, C3, 0) = g(S)
Z(C]_, €, C3, O) = h(S)

y por eliminacién de las constantes nos queda una expresion

x(s,t) = x
y(s,t) =y
z(s,t) =z

que representa la solucién en forma paramétrica. Eliminando t de las dos
primeras ecuaciones de x e y se obtiene ¢(x, y,s) = 0, espresién de la
proyeccién de las curvas caracteristicas, y, por tltimo, se elimina el
pardmetro s para obtener z = u(x, y) que nos determina una forma _
explicita de la solucién de la EDP que plantedbamos. &=
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En ocasiones a partir de la primera ecuacién

dx dy

P(x,y.2)  Q(x.y,2)
se pueden obtener las proyecciones de las caracteristicas sobre XY de la
forma
glx,y)=s

y, con la otra ecuacién encontrar una expresion de u(x,y, h(s)) = z que
depende de x, de y y de una cierta funcién de s, f(s), que, como hemos
dicho, también dependiente de x, y.

&
A
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., Ou u )
Resolvamos la ecuaciéon x— + ya— = 3u por este método.
y

0x

dx_ﬂ_dz

x Ty T3

Resolviendo obtenemos las curvas caracteristicas

Luego

:X:>X:C1€t
=y=y=ce

=3z=>z=ce

Planteamos la curva directriz x = 1,
y =s,z=h(s) y para t =0 tenemos
a =1 ¢ =syc = h(s). De aqui

3t

X:et y SX
et = _ Y\ 3 v
Fheer | z=m9x3}jz‘”(9x .
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Resolvamos la ecuacién uy, — u, = 1 con la condicién de Cauchy
u(x,0) = sen x.

En este caso,
dx = —dy = dz

Luego las curvas caracteristicas son

x=c+t por la condiciones iniciales planteamos la
— ot curva directriz x =5, y = 0,
z = u(x,0) =sens, para t = 0, tenemos
z=c+t

cp=s,c =0, c3=sens.

Sustituyendo tenemos

X=s+1t x+ty=s
y=-t = zZ=sens—y = z:u(x./y):sen(x+y)—);
Zz=sens+t o

ANDALUGIA TecH
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Resolvamos el siguiente EDP con condicién de Dirichlet

u(x,y) = 0 en la circunferencia de radio 1.

Tenemos, entonces
dx dy dz

y x x
De la primera ecuacién tenemos x> = y? + s. De la dltima tenemos
2 .,
dz =y dy, luego z = % 4 h(s). Por tanto, la solucién general es

y? 2 2
(o y) = %+ b2 = y?)
La condicién de Dirichlet: h(1 — 2y?) = —% cambiando la variable

x—1 . .
x =1—2y? tenemos h(x) = 4 y sustituyendo obtenemos la soluc‘lon

%2 +y27 1 A
4

ANDALUGIA TecH
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Nos centraremos en las ecuaciones en derivadas parciales (lineales) de
orden dos. Mas concretamente, estudiaremos la ecuaciéon de ondas, y la
ecuacion de difusion del calor, ecuaciones de gran importancia para la
fisica.

El método que usaremos es el método de separacién de variables. La idea
de este método, como ya hemos visto anteriormente, es buscar una
solucién de la forma u(x,y) = f(x)g(y). Distinguiremos los siguientes
pasos:

PASO 1. Obtencién de dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

PASO 2. Hallar las soluciones de las dos ecuaciones diferenciales
ordinarias obtenidas en el PASO 1, que cumplan las
condiciones de frontera.

PASO 3. Formar una apropiada combinacién lineal de las soluciones

halladas en el PASO 2 para que se satisfagan las condiciones

&

iniciales del problema. &

ANDALUGIA TecH

OCW UMA Tema 7 20/1



La ecuacién de ondas

Definicion

La siguiente ecuacién
1

Uxx — jutt — Oa
@

modela las vibraciones de una cuerda entre dos puntos x =0y x = /.

El movimiento se produce en el plano xy de manera que cada punto de la
cuerda se mueve perpendic ularmente al eje x.

Condiciones de contorno

Condiciones de frontera u(0, t) =0, u(¢, t) =0 para todo t,
Condiciones iniciales (en t = 0)
u(x, 0) = ¢(x), (forma inicial de la cuerda),
ut(x, 0) = ¢(x), (velocidad inicial de la cuerda)

-c
ANDALUGIA TecH
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PASO 1.

Buscamos una solucién de la forma u(x, t) = f(x)g(t
trivial. Al sustituir uxw(x, t) = f"’(x)g (t) upe(x, t) =
ecuacién de ondas obtenemos

f(x)g(t) = 5&"(t)f(x),
lo que nos permite escribir

) 1g'
flx) < g(t)
siendo A constante (con el signo menos por conveniencia).
Esta expresidn se transforma en las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias

), distinta de la
f(x)g"(t) en la

f"(x) + M(x) =0,
g"(t) + c*Ag(t) =0, £

ANDALUGIA TecH
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PASO 1.

f'(x) + M (x) =0,
g"(t) +c*Ag(t) =0,

que, imponiendo las condiciones de frontera

u(0, t) = f(0)g(t) = 0, ¥t = f(0) =0,
) = f(0)g(t) =0, Vt = f(£)=0.

se transforman en

FI(x)+ Mf(x) =0, F(0)=Ff(()=0yFf#£0
g"(t)+c*Ag(t) =0, g#0. (1)

o
[ A
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PASO 2.

Determinemos las soluciones que satisfagan las condiciones frontera.
Comenzamos por encontrar los valores del parametro A\ de forma que la
ecuacién

f"+Xf =0, f(0)=7f(¢)=0, (2)

tenga soluciones no triviales. Por analogia con lo estudiado en el dlgebra
lineal, a A lo llamaremos autovalor, y a las soluciones no triviales
autofunciones. Este problema se conoce con el nombre de problema de
Sturm-Liouville.

A continuacién estudiaremos las soluciones de la anterior ecuacién, segtn
los autovalores A:
-

ANDALUGIA TecH
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PASO 2.

@ Para A\ <0, la solucién general, es de la forma

f(X) = Cle\/jx + Cze_\/jx.
Imponiendo las condiciones de frontera obtenemos que
FO)=C+ G =0, f({)=CeV M+ Ge VM=o,

de donde C; = G, =0, y la dnica solucidn es la trivial.

e Para A =0, la solucién general es f(x) = Cix + C,. De nuevo, al
imponer las condiciones de frontera resulta ¢; = (; = 0, que nos da
como resultado la solucién trivial.

>
[ A
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PASO 2.

e Para A > 0, la solucién general es
f(x) = C1cos(VAx) + G sen (VAx).
Imponemos las condiciones de frontera
f(0)=C =0, f(l)= G sen(vV'Al)=0.

Tendremos una soluciones distintas de la trivial cuando

nmy 2
sen(VA) =0=VAl=nr=> A=\, = (7)
Por tanto, las soluciones no triviales vienen dadas por las autofunciones

fa(x) = sen (°F x), de los autovalores A, = (”—2)2.

) 2 .
Haciendo A = A, = ()", obtenemos las soluciones de la segunda

ecuacién (77)

gn(t) = Apcos (% t) + By sen <% f) : &

ANDALUGIA TecH
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PASO 2.

Multiplicando ambas, obtenemos soluciones de la ecuacién de ondas que

buscamos
nmwc

un(x, t) = fo(x)gn(t) = (A,, cos (7 t> + B, sen (% t)) sen <n737 x) .

Como la ecuacién de ondas es una ecuacién lineal homogénea, la siguiente
combinacién lineal

[e.e]

u(x, t) = Z up(x, t) =

n=1

i (A,, cos (% t) + B, sen (% t)) sen (n% x) ,

también serd una solucién de la ecuacién de ondas que satisface las
condiciones de frontera. A8
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PASO 3.

Imponemos que la ecuacién anterior cumpla las condiciones iniciales:

u(x,0) = ¢(x) = i un(x,0) ZA sen <—x> (3)

n=1
ue(x, 0) = 3(x) = Z ‘?9“;( 0) = Z ”ZCB sen (”%x) L@

Observemos que en (?7) y (??) aparecen desarrollos de Fourier en senos.
Por tanto, si ¢(x) y 9(x) admitan desarrollos de Fourier en senos, las
condiciones iniciales se cumpliran si

ZA sen( :>A,,— é/ ) sen x) dx,

oo n 2 ¢ nm
P(x) = nz_; TCB,, sen (TX) = B, = e Jy ¥(x) sen (KX)Ad-%‘;T
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Entre otras aplicaciones, la ecuacién de ondas rige la propagacién de
ondas de presién (sonido) y las electromagnéticas, por lo que aparecen
frecuentemente en el ambito de las Ciencias y la Ingenieria.

Ejemplo
Vamos a resolver la siguiente ecuacién de ondas.

1
uXX——zutt=O, O<x<m, t>0
c
C.f. u(0, t) =0, u(m, t) =0, t>0
C.i. u(x, 0) =0, ur(x, 0) =2, O<x<m

OCW UMA Tema 7
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Ejemplo

Sustituyendo ¢ = 7 en las expresiones obtenidas anteriormente tendremos:
un(x, t) = (Apcos(nct) + B, sen(nct)) sen(nx),

con

A= 2 [ty sen(oe) by B = -2 [ ) sen(n)

s

Ademds, como u(x, 0) =0 = ¢(x) y ut(x, 0) = 2 = 1)(x) tenemos que

2 s

Ap = / ¢(x) sen(nx)dx =0
T Jo

cos(nx) 1" 4

B, = S 57 S S 1
n7rc/ (x) sen(nx) dx nwc[ . ]0 n27rc( cos(nm) +
4

= (—(-1)"+1 .

- (-(=1)"+1) P

ANDALUGIA TecH
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Ejemplo

Por tanto, la solucién pedida es

u(x, t) =Y (Apcos(nct) + B, sen (nct)) sen(nx) =
n=1
- Z n;:rc (1 —(—1)") sen(cnt) sen(nx)

A
Wl
s
i
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Una cuerda de guitarra, de longitud ¢, estd sujeta por sus extremos. Se
tafie la cuerda en x = a, desplazdndola una distancia h. Héllese la forma
de la cuerda en cualquier instante posterior al tafido.

Hemos de resolver la Ecuacién de ondas

1

Usxx — —5 Ut = 0,
C

con velocidad inicial us(x,0) = 1(x) = 0, y con forma inicial de la cuerda.

>
[ A

ANDALUGIA TecH

OCW UMA Tema 7 32/1



Esta situaciéon se expresa matemdticamente, diciendo que en el instante
t =0, la forma de la cuerda viene dada por la siguiente funcién

h

?X si0<x<a,
— 7 gia<x</
{—a

o
[ A
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Ejemplo

Seglin lo visto antes, la solucién es

u(x,t) = i un(x, t) i (A cos (— ct) + Bpsen <n77r ct)) sen (n%x)
n=1 n=1

con

n7rx
A, E/ sen ) dx, B,= n7rc/ P(x) sen 7 ) dx.

Ahora como en el caso que nos ocupa ¥(x) = 0, tenemos que los
coeficientes B,, son todos nulos. Para los A, tenemos

2h(? nra
A= — " . and
a(¢ — a)m?n? sen ( 1 )

o
[ A
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Ejemplo

Por tanto, la forma de la cuerda en el instante t viene dada por

u(x, t) = 2h€2 a2 i 3 sen (mra) cos (m;d> sen (?)
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