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Capitulo

Funciones de variables aleatorias

En este capitulo se presentara un conjunto de funciones de densidad y de distribucién de uso comun y se
introdudira el método de analisis de las transformaciones que sufren las variables aleatorias que atraviesan

un determinado sistema que realiza operaciones sobre las variables aleatorias.

Variables aleatorias y procesos estocasticos
OCW- Universidad de Malaga, http:/focw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution- NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain

f 'rna Lorenzo J. Tardan
Ll

OCW UMA 08T %

BY NC SA



2. Funciones de variables aleatorias

2.1.

2.1.1.

Distribuciones frecuentes discretas

Uniforme

22

X es una variable aleatoria discreta uniforme definida en el conjunto de enteros {1,2,... N}, si:

1
P(X =ux) = N con i € {1,2,...N}
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2. Funciones de variables aleatorias 23

2.1.2. Bernoulli

Sx={0,1},con P(X =1)=py P(X=0)=1-p=gq.

E[X]=p, 0% =p(1—p).
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2. Funciones de variables aleatorias 24

2.1.3. Binomial

Esta distribucién puede verse como el resultado de la observacién de multiples (N) observaciones de
experimentos tipo Bernoulli. Asi, sea X la variable aleatoria que representa la observacién de k unos,
donde cada 1 se observa con probabilidad p:

P(X:k):(];])pkq]vk,k:O,1,2,...,N (2.2)

cong=1-—np.
Sx=0,1,2,...,N.

E[X] = Np, 0% = Np(1 - p).
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2. Funciones de variables aleatorias 25
2.1.4. Geométrica

Corresponde a la observacién del nimero de repeticiones independientes de un experimento de tipo Bernou-
1li, hasta que se obtiene el resultado esperado, que se da, en cada experimento Bernoulli, con probabilidad

p:
P(X =k)=q"p (2-3)

cong=1—np.

Sy =0,1,2,...,N.

E[X] =2, 0% = L2,

p2

' 'ma Lorenzo J. Tardan
Ll

-
Variables aleatorias y procesos estocasticos @@@ ?8@“
OCW- Universidad de Malaga, http:/focw.uma.es. ch U MA #‘ras‘?e

Bajo licencia Creative Commons Attribution- NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain BY NC SA



2. Funciones de variables aleatorias 26

2.1.5. Poisson

Una variable aleatoria discreta X es de tipo Poisson de parametro a, con a > 0, si toma valores enteros
positivos k£ > 0 con probabilidad:

P(X =k)=e"— (2.4)
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2. Funciones de variables aleatorias

2.2. Distribuciones frecuentes continuas

2.2.1. Uniforme

Una variable aleatoria continua X es uniforme en el intervalo [a, b] si:

1
e a<zx<b
x(@) {O , resto
b
0 < O
b@f=cm—ri, a<z<b
1 , x>0
SX:[a,b].
)P
ElX]= aTba Og( = (b12)
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2. Funciones de variables aleatorias

2.2.2. Exponencial

4 'ma
Lt
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2. Funciones de variables aleatorias 29

2.2.3. Gaussiana

e *x , —o0o<z<00 (2.9)

1 x _(acfnx)z K
el = = / e ¥x dr=Pg (x aXnX) (2.10)
X J—00

con Pg(+) la funcién de distribucién de la Gaussiana estdndar (es decir, con n =0y o = 1).
Sx = (—00, 00).

E[X] =nx, O-g(' :O-g("
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2. Funciones de variables aleatorias

2.2.4. Laplaciana

A
fX(IE)de_Mx‘, —oco<zr<oocon >0
Sx = (—00,00)
E[X] =0, ag(:%
2.2.5. Rayleigh
TN
fX(@de 222, 0 <x<oocona>0

' 'ma Lorenzo J. Tardan
Ll

Variables aleatorias y procesos estocasticos
OCW- Universidad de Malaga, http:/focw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution- NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain

30

(2.11)

(2.12)

OCW UMA 08T %

BY NC SA



2. Funciones de variables aleatorias 31

2.3. Transformaciones de variables aleatorias
Y = g(X)

Sea Y = g(X), con X una variable aleatoria y ¢(-) una funcién arbitraria.

2.3.1. Caso discreto

Sea X una variable aleatoria discreta.

= Si g(x) es inyectiva, entonces y; = g(z;) y por tanto P(Y = y;) = P(X = ;).

= Si g(x) no es inyectiva, existirdn casos en los que diferentes valores de X, digamos z1, 2, se mapeen
en un determinado valor de Y:y; = g(x;), con i = {1, 2}, en este ejemplo, entonces:

P(Y = g;) = P((X = 21) U (X = 23)) = (2.13)
P(X =) + P(X = z3) (2.14)
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2. Funciones de variables aleatorias 32
2.3.2. Caso continuo. Obtencion de la funcién de distribucién

Podemos obtener la funcion de distribucién de la variable transformada haciendo uso de la idea expuesta
anteriormente para el caso de transformaciones de variables discretas teniendo en cuenta que Fy(y) =
P(Y <y).

Especificamente

= Si la transformacion es tal que y > Ymin, entonces Fy (y < Ymin) = 0.
= Si la transformacién es tal que ¥ < Y4z, entonces Fy (y < Ypmaz) = 1.

= En el resto de los caso,s se trata de definir las regiones de la variable origen z tales que Y < y. Esto
implica analizar cada transformacién concreta.

Para ilustrar el procedimiento, considere la transformacién ilustrada en la figura 2.1.

e Consideremos, por ejemplo el caso Y = ys € (Ymin, Ymaz ) Entonces podemos poner:

Fy(y) =P(Y <ya) =P(X >13)=1—P(X <x3) =1— Fx(xs) (2.15)
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2. Funciones de variables aleatorias 33

y=g(x)

,,,,,,,,,, Y

Figura 2.1: Funcién de transformacion de una variable aleatoria X en Y: y = g(z).

e Observemos también el caso Y = y;. Observando la figura 2.1, podemos escribir:

Fy(ph) = P(Y <) = P((x11 £ X < 212) U (X > 213))
= P(z11 < X < 212) + P(X > 213)
= Fx(z12 — Fx(217)) + (1 — Fx(273)) (2.16)
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2. Funciones de variables aleatorias 34

Y si X es una variable aleatoria continua:

Fy(yl) = Fx(ﬂflg) ~ Fx<$11) -+ (1 7 FX(.Tlg)) (217)

Ejemplo: Sea X una va continua con funcién de distribucién Fx(x) y sea la transformacion
Y = X2. Entonces

Fy(y)=P(Y <y)=P(X?<y)=P(—y

Y la funcién de densidad de probabilidad quedara:

=0 = 5+ = hx(-vE) (2.19)

fr()

f 'ma Lorenzo J. Tardan
Ll

-
Variables aleatorias y procesos estocasticos @@@ ?gerl
OCW- Universidad de Malaga, http://focw.uma.es. ch U MA #’rasfe

Bajo licencia Creative Commons Attribution- NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain BY NC SA



2. Funciones de variables aleatorias 35

Aplicacion.
Generacion de variables aleatorias.

Sea X una va continua con funcién de distribucion Fx(z) y sea la transformacién
Y = Fx(X) (2.20)

Entonces

L , ¥y<0
=3 XY p(a)da = Fx(Fg'(y) =y , 0<y<1 (2.21)
! , y>1

Es decir, la variable aleatoria Y = F'x(x) es una variable aleatoria uniforme en [0, 1].
Asi, dada una variable aleatoria uniforme en [0, 1], la transformacién

X = F5(Y) (2.22)

genera una variable aleatoria X con funcién de distribucion Fx(x).
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2. Funciones de variables aleatorias 36

2.3.3. Caso general. Teorema fundamental para la obtencion de la funcién
de densidad de probabilidad

Sea X una va con funcién de densidad de probabilidad fx(x)y seay = g(x), con g(z) una funcién derivable
con n raices reales: {xy,xs,...x,} . Entonces,

Py<Y <y+dy) = fr(y)ldyl = fo z:)|d il (2.23)

Y dividiendo por dy:

. dx . o
y) i ZfX(xz) T = fo(l‘l) =
fX xz
Z 19/ (%) 2, (2.24)
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2. Funciones de variables aleatorias 37

Ejemplo: Sea X una va continua con funcién de densidad de probabilidad fx(x) y sea la transformacion
Y = X2
Siy > 0, la transformacién tiene dos raices reales:

T, =Y, Ta=—/y (2.25)

Y la aplicacion del teorema fundamental no lleva a:

0 , ¥y <0
fY(y) = { 2_1@]6)((\/?)_‘_2_1/@]%((_\/?) . y>0 (226)
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2. Funciones de variables aleatorias 38

2.4. Suma de dos variables aleatorias independientes

Sean X y Y dos variables aleatorias y sea Z = X + Y. Se puede demostrar que entonces:

fz(2) = /_OO fxy(z —y,y)dy (2.27)

Si, ademas, X e Y son independientes, entonces se puede poner:
f2) = [ txe - )iy = [ fx@iz - )iz (229)

Expresiones que se corresponden con la convolucién de las funciones de densidad de X e Y:

fz(2) = fx(x) * fr(y) (2.29)
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2. Funciones de variables aleatorias 39

2.5. Transformaciones de dos variables aleatorias
Z=9(X,Y), W=hX,Y)

Sean X e Y dos variables aleatorias, con funcién de densidad conjunta fxy (z,y), que se transforman en
otras dos Z y W de acuerdo con:

Z =g(X,Y) (2.30)
W =h(X,Y) (2.31)

Entonces, de forma similar al caso unidimensional, podemos poner:

Faw(z,w)=P(Z < 2, W < w)/ fxv(z,y)dxdy (2.32)

Dzw

Donde D,,, es el lugar geométrico de los puntos del plano (X,Y) que se transforman en los puntos del
plano (Z, W) correspondientes al suceso (z,w), cuya probabilidad queremos calcular:
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2. Funciones de variables aleatorias 40
2.5.1. Teorema fundamental

Sean (z;,y;), con ¢ = {1,...,n} las raices de la transformacién mostrada en la ecuacién (2.31), entonces,
se puede demostrar que:

faw(z,w) Z Fav(@,y) (2.34)
T4 P
Con J el Jacobiano de la transformacion:
9z oz
P \ x % ' (2.35)
Oz oy
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