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FLEXION PLANA II; s ortins

Teoria de Estructura

Ecuacion de la elastica. Ecuacion de los giros.

Calculo de la deformada de una viga a partir de la ecuacion diferencial
de la elastica.

Calculo de la deformada de una viga mediante el método de
superposicion.

Energia de deformacion debida al momento flector.
Energia de deformacion debida al cortante.
Efecto de la cizalladura en la deformacion de vigas.

Diagramas a estima.
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Al estudiar la flexion pura de una barra prismatica, se vio que la curvatura de la
superficie neutra venia dada por la expresion:

1 M,(x) )
_ L Flexion pura: el momento flector (M,) = constante
P El z (X) Si el producto E.I, es constante a lo largo de la viga
¥ 3
y 0 ) arco de circunferencia.
X A la deformacion del eje neutro se le denomina
> "Linea Elastica", "Curva de deformacion” o
simplemente "Deformada".
"
Si el momento flector es variable y

(flexion simple) ¥

.‘ 0 ;‘I“
; arco de circunferencia. AN as
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Si admitimos que para cada elemento diferencial dx, su deformada es un arco, tendremos:% wgl{?e

ds= p.d@

1_dé
o ds

Dentro del limite elastico, las deformaciones son muy pequefas por lo que podemos admitir:

dx=ds @01 e:aw:%

De esta forma obtenemos:

E ion dif ial de la elastica.
1 ~ MZ(X) _ dzy cuacion diferencial de la elastica

p EL(x) dx
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Una vez obtenida la ecuacion diferencial, las constantes de integracion se deducen de las
condiciones de contorno del problema.

)= [ M09
\,‘\ . X) = Z +C
\\“\ ‘\. I y( ) j E I z(X) '
M, (X uacion
( ):j z( ) +C1 Ecuacion de GIROS
E1,(X
Y( ) j j M ( ) dx dX+C X+C Ecuacion de la Elastica
El,(x)

Notas:
» Solo valida dentro del campo elastico
» se desprecian las deformaciones producidas por las tensiones de

cizalladura (como veremos mas adelante esta influencia puede no ser
despreciable en algunos casos).
Pedraza Rodriguez, C. (2014) Resistencia de Materia les. OCW-Universidad

Castillo Lépez, G. Garcia Sanchez, F. Lopez Taboada, C .
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Notas: Ware
e Para cualquier funcion y=f(x), matematicamente se puede demostrar:

1 d?y/dx’

P )
1+ Y
dx
* Dentro del campo elastico:

2
@l 1 Q:tangzy —> 1+(ﬂj =1
ax dx

N w

*Si diferenciamos dos veces dicha ecuacion y teniendo en cuenta:

dM, (¥ _ dv (x) _
oYW v
el (x)y" = =)oy (o
‘ dx ’ V, (x) = esfuerzo cortante a
dV (x q(x) = carga uniformemente repartida (F/L)
Elz(x).y'vzﬁz—q(x) k
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La integracion es sencilla cuando Mz tiene una expresion analitica simple e
integrable.

Las constantes de integracion se determinan por las condiciones de contorno.

Si Mz se anula en algun punto, se anula también y“ la elastica tiene un punto de
inflexion.

y e ¥' no pueden ser discontinuas ya que en el primer caso supone rotura de la

viga y en el segundo habria un punto anguloso en el que p=0, lo que supondria que
Mz es infinito o>o,.

y" es discontinua en todos los puntos donde M/EI lo sea, por aplicacion de un
momento exterior o cambio de seccidon o material.

*Si la expresion analitica de M varia de un tramo a otro, habra que integrar
separadamente cada trozo.

Constantes de integracion = condiciones de apoyo + condiciones de
continuidad de la elastica en las secciones de discontinuidad de los
momentos flectores.
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Ejemplo ‘e

AN dx* E.l(X)

[ II I11

Tres Tramos (l,11,11l) === Tres Ecuaciones de la elastica

| | s Seis constantes de integracion.
X, X, X / ‘

Condiciones de apoyo Condiciones de continuidad

lPl le ) d2y: MZ(X)
| |

| |

| |

|

-

X = (); )/:: () )/I:: BIH
X= X1 9

x=L: y=0 | 6= 6

Yi= Yu
X= X5 9

6, = 6

\
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d?y _ M,(x)
dx*  E.l(x)

Ecuacion diferencial de la elastica.

Ecuacion diferencial lineal en y" ————> Las soluciones para varios casos de carga
pueden superponerse.

y(X)= 1 () +y2(x) P

P i

5—P'|3 5_£
= =
P, a

= + =
0= o+ o 3E| SE|
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APLICACION DEL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION Ware
A LA DETERMINACION
DE LA DEFORMADA DE SISTEMAS DE BARRAS | .
Ejemplo 1

a les. OCW-Universidad
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DE LA DEFORMADA DE SISTEMAS DE BARRAS
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Flexion Pura

La deformada es un arco de circunferencia.

o 8 I _ M
Y i El
Ensayo de flexion Zona elastica Relacion lineal
(Omax < Oe) momento flector - rotacion
MA
Mé
ul o i

Energia de deformacion

> 2El 2l
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Flexion Simple

Deformada Z arco de circunferencia.

Energia de deformacion en flexion debida a las tensiones normales

Hipotesis:
- En una rebanada de viga de longitud dx, la deformada se puede aproximar a un
circulo.

Mz constante dentro de la longitud dx (pero funcion de x).

q
La energia de deformacion dentro de la rebanada de
longitud dx sera:

U = M2 (x).dx , /
2El M 0

e integrandola entre O y L:

uj ). 0x %

X dx

{ ' OCW UMA Castillo Lépez, G. Garcia Sanchez, F. Lopez Taboada, C . Pedraza Rodriguez, C. (2014) Resistencia de Materia les. OCW-Universidad
de Malaga. http://ocw.uma.es Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Spai n




Flexion Plana Il (Desplazamientos) I~

r
en —
Energia de Deformacion % urse

Ware
Flexion Simple

Energia de deformacion en flexion debida a las tensiones de cizalladura

TXY(X’ y) b((y)) y( )

r
Ley de Hooke: Iy — Gy = 2= Exy
s Y y Fibra a'a”b”b’
T . dv, =1,,(x y)b(y)dy
B D a' ZDII
z N ; X
’ L Jma | - bI \/ dV
[ A T
""'“i",};-
A i c L
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Energia de deformacion en flexion debida a las tensiones de cizalladura
Trabajo elemental en la capa a'a" b" b de longitud dx, sera: dW(x) \ dw
1 I
dw==.dV,.y., dx dVy(x)
2 7 |
1 Tyb(y)ay r Ty D(Y) —
dwW ==.dV, .y, dx= —~ — .dx= = .dy . dx Ty X
2 2 G 2G

Suponiendo que no hay ninguna pérdida de energia, dicho trabajo se convertira
en energia de deformacion e Integrando en ABCD, se obtendra la energia de
deformacion acumulada en el dx:

dx
du =—— |2 b(v)d
zgixy(w y

Reemplazando el valor t,, por su valor segun Colignon e integrando:

dx ¢ Vy.& Vydx S
_ Xj y.S2(y) | I () 4

2G4 1. by) W)y_ZGJZ b ()
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Que puede escribirse de la forma: 5
: I
V2 .dx A = -
TR o
— » D(Y)

A es la SECCION REDUCIDA, tiene unidades de area y que depende Unicamente de las
dimensiones del tipo de seccion. Asi para una seccion circular A’=0,9.A (ver tabla).

Tipo de seccidn Seccion reducida (A’) (*)
20 09.4

2
) A

2r 0,5.4

an ]

T3

< 23—

0,8333.4
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Segun Colignon la cizalladura tiene el valor de 0 en las fibras superior e inferior y su
valor es maximo a mitad de la altura.

r
— - 'Y .,
Ty — Gy - VY= — » La seccion no puede mantenerse recta.

G

Yy =0en los extremos, Y, €n el eje neutro

* Y, = distorsion media

@ V+dV

\%
dy, ~ |
Vo, = — (Pequenos desplazamientos)
dx
Trabajo exterior de deformacion de ABCD = Energia de deformacion:
1 1 1 V2
du ==V .dy.==V.y .dx du == dx
g VT 2G.A'
1 1 v?
—V.y_dx=— dx
2 Vm 2G.A'
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X
dy, V _rV
ym: = 1 yl_ GAI
dx G.A 0

Teniendo en cuenta la relacion entre el cortante y el momento flector:

_dMm

V=—
dx

y en el caso en que la seccion reducida de la viga sea constante:

GA' [Mx-M @]

Y1~

Esta deformacion deberia anadirse a la dada por la elastica cuando interviene sélo
el momento flector. Sin embargo la deformacion debida al esfuerzo cortante se

suele despreciar respecto a la producida por el momento flector cuando se trata ;\

de vigas esbeltas.
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Calcular las flechas maximas producidas por My V en una viga simplemente apoyada de
seccion rectangular sometida a una carga concentrada en su punto medio:

duv 4 I — ibhs
| ip | u:: y¢ ......... - Z 12 h2
£ 2 no b
“ Y S :Ibudu:—4 Y
. b L (v) ) 2
Sz h | 2 5
J‘ =N A'= — A'=—bh
b 120 [ S °
3 3 n
yn":'ax — 4';:3 — 4PL e Acero G ~£
Ebh v v 3
% o ymax - ymax+ ymax yV h
W :I P/2 _ 3P max— 3, Z(I
L G g oh 10(3th Yimax
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Idem para el caso de una viga simplemente apoyada sometida a una fuerza distribuida
normal y constante:

q M — 5q|4 \Y/ — 3CH2
Ymax™ 35 E i3 mx” 50 G.b.h

- z v 2
L Imax= 2 56 (ﬁj
Y e |
h/l
Acero G=E
8 1/6 | 1/8  1/10 | 1/12
Y, h\’
fl\‘A“aX: 2,56(_j X100 Carga uniformemente | 7,11 | 4 | 2,56 | 1,77
Y max | repartida
Y, h\’
yﬂax: 3, Z(Tj X10C | carga puntual concentrada | 8,88 5 | 3,2 | 2,22
max
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Caso de Vigas en doble T

o ., v
El alma soporta practicamente toda la deformacion Y, ., =~

Suponiendo que el alma es de espesor constante y que el eje neutro esté trabajando al
maximo de cizalladura:

Rm
Z-xy — Tadm —
J3
Carga uniformemente repartida Carga puntual centrada
Y \Y,
Ymax— q & N Yimax — 3D
max = 1,5 — ma —
ymax I ymax I
h/l
1/8 1/10 1/12 | 1/20
Vv Carga uniformemente repartida 18,7 15 12,5 7,5
Yax y 100
y'V' Carga puntual concentrada 37,5 30 25,2
max
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Conclusiones

* En la mayoria de los casos, las deformaciones debidas a la cizalladura son
despreciables frente a las de flexion.

 Flecha debida a cizalladura aumenta proporcionalmente a h/l.

* En el caso de vigas huecas y de alma delgada y de gran altura (por ejemplo vigas
en doble T), el error en el calculo de desplazamientos comienza a ser
considerable.

En el caso de vigas sandwich en los que habitualmente el ndcleo suele
fabricarse de un material ligero y con un mddulo de cizalladura bajo, el efecto de
la cizalladura debe tomarse en cuenta ya que la flecha debida a la cizalladura
puede ser incluso superior a la de la flexion.
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