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A Castellén

INTRODUCCION

Iste primer capitulo comenzara aclarando que entienden los matematicos

por geometria sintetica Irente a la manera analitica de obrar en geometria.

Luego se describira el manejo de uno de los programas mas populares de

cgeometria, CABRI (Geometre, para entrar despues en capitulos posteriores en

el asunto que ocupa al curso. Se advierte que estas notas estan orientadas

a rellenar cilertas lagunas de los vigentes planes de estudio, que apenas Sli

abordan cuestiones sinteticas, cuando no las ignoran por completo.

3l (eometria analitica versus geometria sintetica

DISCOURS

Aunque la geometria sintetica es mucho mas r 5k LA METHODE

Pour bien conduire {a raifon,8 chercher

anticua que la analitica, el adjetivo “sintetica apa- L | s veié duslesfioncs.
_.Prus
LA DIOPTRIQVE
rece con bastante posterioridad al nacimiento de la | LES METEORES.

ET

cgeometria analitica. Aclarar esta aparente contra- Rt T

i font des effais de cete METHODE.

diccion historica en la denominacion servira tam- ]

bien para presentar ambas disciplinas. Y es que la |

geometria mas lejana en el tiempo, la desarrollada | o,
De Imprimeriede [an MArr e
cla2 I3 ¢ xxxvin
por los antiguos egipclos v en Mesopotamia y que | Auec Privitege.

lheoo estalld con el brillo de la ciencia en la (Grecia ]

clasica v en la que se mencionan nombres por todos conoclidos como Fuchdes,

‘T'hales, FPitagoras, Pappus, Arquimedes, Apolonio, Menelao..., esa geometria

seria hoy denominada como sintetica, aunque entonces era la unica geometria

conocida v no necesitaba _de apellido. Fue en el apendice al [iscurso del

metodo donde Descartes procedio a una aritmetizacion de la geometria mtro-

duclendo coordenadas para determinar a los puntos y ecuaclones para descri-

bir a las rectas v planos. Hste imvento de las coordenadas ha sido crucial en

la matemartica pues, al margen de servir de ariete con el que mtroducirse en

otras cienclas, ha permitido aplicar a la geometria las tecnicas del algebra v

del analisis v de la topologia. Y tal permeabilidad ha llecado hasta el punto,
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| Apuntes de geometria afin v provectiva |

| un tanto vehemente, de que los bourbakistas desterraron la palabra geometria |

l de sus escritos al considerarla dilinnda entre las ramas mas basicas de la ma- ]

| tematica. En realidad, semejante maximalismo nunca ha llecado a cuajar del |

l todo.  Cunestion de maodas ]

| Hl caso es que, a partir de Descartes v Fermat, los geometras vieron |

| el cielo abierto. Problemas que antes estaban predestinados a ser resueltos |

| mediante construcciones que exigian un alto nivel de mtuicion e ideas Ielices, |

| ahora se formulaban en terminos numericos y se sometian a reglas concretas |

l de tacil sistematizacion. Bl recien descubierto calenlo inhinitesimal resnlto 11n ]

| aliado estimable, mientras que escollos historicos para los griegos, como la |

| cuadratura del circulo, la triseccion del angulo o la duplicacion del cubo, se |

| formulaban en un lenguaje algebralico que habria de resultar definitivo para |

| zanjarlos de una vez y para siempre. Habia nacido la geometlria analitica. Y |

| no es que los metodos arcaicos no fueran adecuados, lease, por ejemplo, la |

| prueba original del principio de Arquimedes o las obras de Galileo! en donde |

| N0 Se usaban para nada coordenadas, S1Ino que estos nuevos procedimientos se |

| mostraban mucho mas asequibles vy sencillos, al tiempo que gozaban de una |

[ mayor _potencia. |

De nuevo las modas: la geometria al estilo clasico

salvo episodios Iugaces que no tuvieron demasiada reper-

cusion, declinaba sin cesar. Pocos prestaron atencion a

los trabajos de Saccheri sobre el quinto postulado de Fu-

clides 0 a la brillante concepcion del espacio proyectivo

| analitico” quedaba como competencia _de la llamada geomeiria _descriptiva, |

| mtroducida por Gaspard NMonge en su tratado de 17YY, v caracterizada por |

| usar los procedimientos de proyeccion v seccion de Desargues de los que se |

* El lector interesado puede encontrar traducciones castellanas de estos textos en Neuman, J.R.
Enciclopedia Sigma, El mundo de las matematicas, Grijalbo, Barcelona, 1976, y en Hawking,
S. A hombros de gigantes. Las grandes obras de la fisica y la astronomia, Critica, Barcelona,
2003.

[.1-2



A Castellén

hablara mas adelante. Fue un alumno de Monge, Jean Victor Poncelet, quien

vino a revitalizar al moribundo. Oficial de los ejercitos de Napoleon, Fonce-

let cayo prisionero en la campana de Rusia permaneciendo encarcelado entre

1310 v 1814, Alll, en la prision de Saratov, el aburrimiento o llevo a imntentar

recordar las ensenanzas de su maestro, fruto de lo cual escribio el Tratado de

las propiedades proyectivas de las figuras. Pero ahora, el camino senalado por

Poncelet, que rescataba del olvido a la geometria provectiva desarguesiana,

fue seguido por 1mportantes matematicos de su tiempo. Alguna vez se ovye

alirmar que la geometria proyectiva moderna nacio en el presidio de daratov.

SN embargo, entre los estudiosos de la "nueva” geo-

metria se abrio una enorme zanja de intransigencla. Aqul

YORLESUNGEN

tue cuando surglio la denominacion geomeiria Sinietica lipEs:

SYNTHETISCHE

como contrapartida, o 1mcluso como termino antitetico GEOMETRIE

de la geometria analitica. Fl mundo quedo dividido entre

sinteticos v analiticos. Los primeros renegaban de cual-

quiler aritmetizacion de la geometria mientras que los otros

SCP UIAIl apHICAIIT0 1as LCCIICasS Cal tesIalas, allolrd & 1a Pco-

metria provectiva, mediante la mtroduccion de las coordenadas baricentricas

de Mobius o las coordenadas homogeneas de Plucker. Cada bando posela 1m-

portantes argumentos que esgrimir en su favor v recriminaclones y censuras

que lanzar al contrario. Poncelet se mantuvo al margen del enirentamiento

pues, sl bien comprendia que los metodos sinteticos proporcionaban razona-

mientos elegantes v de una enorme belleza imtrinseca, tambien admitia que

las herramientas analiticas resultaban, a la postre, mas efectivas, mas sis-

temarticas y dependian menos de la imspiracion del autor.

] mas fogoso de los sinteticos, Jakob Stemner, consigulo describir, me-

diante proyectividades entre haces de rectas, a las conicas, lo cual las “res-

cato”, desde su punto de vista, del "secuestro” i1mpuesto por los analiticos,

qulenes las velan como lugares geometricos descritos por ecuaclones de se-

oundo grado en dos variables. Otro triunio de los sinteticos se produjo con el
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Apuntes de geometria afin v provectiva

teorema de von Staud (también conocido impropiamente como teorema fun-

damental de la geometria proyectiva). Hasta entonces, las proyectividades de

Chasles se definian en funcion de la razon doble de cuatro puntos alineados, la

cual dependia de longitudes o coordenadas, es decir, de los odiados numeros.

I trabajo de von Staud, aun dado lo controvertido de su demostracion, libero

a la geometria de cualquier atadura numerica al caracterizar las proyectivi-

dades mediante una razon doble particular, la cuaterna armonica, expresable

en terminos exclusivamente geometricos. No obstante, los analiticos seguian

considerandose superiores va que ellos no precisaban, al contrario que los

sinteticos, de la presencia de una conica para enunclar el principio de dua-

lidad. como asi lo hizo observar (zergconne. Y el principio de dualidad era,

sin_lugar a dudas, el mas 1mportante descubrimiento de la geometria pro-

vectiva. Cabe decir aqul que este principlo, rormulado por Poncelet para el

plano proyectivo real, duplico de golpe toda la geometria pues desde entonces

los teoremas se demostraron a pares: cada teorema llevaba debajo del brazo

a su dual. Bl propio Gergonne mimpuso la moda de escribir geometria a dos

columnas: a la 1zquierda la teoria directa, a la derecha, la teoria dual.

1 enfrentamiento entre analiticos v sinteticos se agrio

hasta el punto de causar bajas. dteiner, el sintetico mas

enardecido, advirtio_al Journal fur Mathematik _que 1no

les mandaria ningun trabajo s1 publicaban en la revista

cualquier articulo de FPlucker, quien ejercia como cabeza

visible de los analiticos. Semejante virulencia acabo por desanimar al descu-

bridor de las coordenadas homogeneas quien, con un “de esta me borro”, se

paso a la 1isica, donde realizo 1mportantes aportaciones.

Hstas batallas son 1incomprensibles en la actualidad, aunque todavia se

adivine una justificacion en el momento historico en que se produjeron. A

nnales del XIX v comienzos del XX. la matematica entera comenzo a tam-

balearse al perder apoyo en sus cimientos. Una mayor exigencla del rigor

[.1-4



A Castellén

desterraba la mtuicion en que se habilan basado muchos de los mas 1mpor-

tantes teoremas. Aparecian por doquler paradojas con nombre propilo. La

misma geometria oirecio ejemplos de desobediencia al canon euclideo con los

trabajos de (Gauss, Lobachevski, Klein o Riueman. Se vive la llamada crisis de

los Tundamentos. Y Tue precisamente el ejemplo axiomatico dado por la siste-

matizacion de la geometria, fuera euclidea o no, la que senalo la direccion por

la que salir de aquella encruciljada. Hso si, como resultado del parto, una vez

cerrada la lista de axiomas de Hilbert o de otros matematicos, la geometria

que _se venia denominando sintetica volvio a languidecer poco a poco. De

hecho, se la dio por muerta como propuesta de mvestigacion al considerarla

por completo cerrada. D1 acaso, aun habia quien se entretuvo en el teorema

de von Staud reconstruyvendo una demostracion mas solida vy sencilla que la

origimal. Citese aqul la teoria de las geometrias continuas de von Neumann o

los trabajos de Ancochea sobre proyectividades en los cuaterniones.

Cabe decir tambien que en Kspana, tra- |

dicionalmente apartada de las corrientes cien- |

tificas del resto del mundo civilizado, no se |

noto este retroceso de la geometria sintetica. |

Las materias de la licenciatura en exactas y |

los textos geometricos de aquellos anos res- |

ponden a titulos como Geometria _descrip- |

tr ot —or O Tt T Ct— o T o O S

Geometria diferencial clasica o _Irigonometria esferica. Se segula en el mismo

tono que los libros historicos del X1X. con muy escasas 1ncursiones en teoria

de Galois, variedades diferenclables, topologia general, relatividad o, 1mncluso,

los elementales espacios vectoriales de GGrassmann. Entre las excepclones no-

tables, mencionese a Luls Santalo, primer Premio “Fricipe de Asturias” de

las Ulenclas, quien doctorandose en Madrid en 1Y95Y, quizas escapo a la tonica

mperante en la piel de toro al ejercer casi toda su carrera en distintas uni-

versidades argentinas. Solo la llegada a Iberia de o que aqul se denominaba
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| como ‘matematica moderna’, va bien entrada la secunda mitad del XX, puso

| a spana poco a poco en la vanguardia de la immvestigacion en que hov se en-

| clientra

| Y volviendo al relato de los hechos, sepa el lector que por segunda vez

| en la historia llego el balsamo de la resurreccion para la geometria sintetica.

| En [a decada de los cuarenta, el matematico Varshall Hall recorrio el camino

| mverso al habitual, de lo sintetico a lo analitico, plasmandolo en una de sus

| mas famosas publicaciones ( Projective Planes, Trans. Amer. Math. Soc., vol.

| 54, 1943, p. 229-277)“ A partir de un conjunto de axiomas que describen a

| un plano (proyectivo o atin), Hall construye una estructura algebraica que da

| soporte a las coordenadas. La 1mbricacion entre lo sintetico v lo analitico es

| tal que se establecen mteresantes equivalencias entre la verincacion de propie-

| dades geometricas del plano vy la satisiaccion de identidades algebralcas en el

| conjunto de las coordenadas. Fsta conexion sintetico-analitica ha fascinado a

| muchos matematicos abriendo multitud de vias sobre las que progresar. Uno

| de los mas grandes, Emil Artin, recondujo el camino abierto por Hall en una

| bella cadena de argumentos al formularlo en terminos de transiormaciones

[ geomeétricas °.

BEn la actualidad, los trabajos acerca de la geometria

sintetica rondan por estos derroteros persistiendo aun mul-

titud de cuestiones abiertas que suscitan el mteres de los

mnvestigadores. Citese, por ejemplo, el problema de la

existencia de los planos de orden diez® que se resistia a su

| resolucion v aue sola ha gaido solvventado con el auvihio de
“

| orandes computadoras v tecnicas de correccion de errores en la transmision

| digital, o el de proporcionar una demostracion no algebraica de que todo plano

% Un desarrollo minucioso de los contenidos de este articulo, totalmente accesible por no impo-
ner conocimientos previos y, ademds, escrito en castellano, puede consultarse en Blumenthal,
L.M., Geometria axiomaética, Aguilar, Madrid, 1965.

% Véase Artin, E., Algébre Géométrique, Gauthier-Villar, Paris, 1972.

s p p
El orden de un plano es el numero de puntos de una recta mds uno.
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paplano Inito es desarguesiano. lambien se desconoce la lista de los ordenes

de los planos no desarguesianos, o la relacion completa de estos. Ya en el

siglo X XI 1ncluso se han trasladado algunas de estas circunstancias a estruc-

turas algebrailcas ternarias, oireciendo tambien un campo virgen sobre el que

avanzar. kEn tal direccion se encaminan los recientes trabajos de Woligang

bBertram

Hoy en dia, tras los distintos matices impuestos por el paso de la histo-

ria, los adjetivos sintetico v analitico aplicados a la geometria adquieren un

significado particular. Hablar de geometria analitica supone considerar una

estructura algebraica (en principio R o C u objetos mas generales como un

cuerpo o un anillo de division) que dé soporte a las coordenadas, vy montar

sobre aquella el modelo geometrico a estudiar. En tal proceso suelen jugar

un 1mportante papel las tecnicas del algebra lineal. En geometria sitetica,

por el contrario, se describe directamente el modelo geometrico a partir de un

conjunto de axiomas, pudiendo despues construirse desde este una estructura

algebraica para las coordenadas, procedimiento conocido como 1ntroduccion

de coordenadas. HEn ambos casos, v sigulendo el espiritu de Felix Klein, se

delinen clertos tipos de transiormaciones geometricas en esos modelos. Cada

rama de la geometria se ocupa entonces de 1mvestigar acerca de las propie-

dades que quedan 1nvariantes por una clase particular de transformacilones:

1somorhismos lineales para el algebra [ineal. provectividades o colineaciones

para la geometria proyvectiva, annidades para la geometria alin, isometrias

para la geometria euclidea, o, con mayor amplitud de miras, homeomoriismos

para la topologia v difeomorfismos para la geometria diferencial.

2 Acerca de CABRI Geometre

A nadie escapa la utilidad que ha supuesto la herramienta immiormatica

para hacer geomeftria. Cas1 desde su aparicion, los llamados ordenadores per-

sonales 1mmcorporaron tarjetas graficas v paquetes de software que permitian,

por _ejemplo, la representacion de curvas planas o espaclales. INo obstante,
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aquellas maquinas, cuva lentitud seria hoy tan insoportable como la de viajar

remolcado por una locomotora de vapor, estaban bastante imitadas por su

pequena _capacidad de almacenamiento, la pereza en el acceso a la memoria

v la baja Irecuenclia de su microprocesador. Con el transcurso del tiempo,

tanto las tarjetas como los paquetes de soit han evolucionado de forma sor-

prendente, al compas que aumentaba la potencia del hardware hasta extremos

dificiles de 1maginar hace solo un par de decadas. Y asi, tanta rapidez en la

gestion de graficos, que permite su actualizacion en tiempo real, ha desem-

bocado en una generaclion de programas que se ocupan de lo que se conoce

COImo geometlria dinamica.

Aqul se pueden crear, en un tablero de trabajo representado por la panta-

lla, diversos elementos geométricos (puntos, rectas, circunterencias, conicas,

vectores, segmentos, ...), para, a partir de estos, delinir otros ligados a los

primeros (nuevos puntos, nuevas circunferencias, etcétera). Ademas, la mo-

dificacion de los primeros, denominados objetos libres, supone la imediata

reconstruccion de los segundos, los objetos ligados. Un ejemplo de problema

enunclado en estos terminos seria el de dado un triangulo por sus tres vertices

(libres), tracese la circunferencia circunscrita (ligada). Una vez resuelto el

ejerciclo, el desplazamiento mediante el raton de cualquiera de los tres vertices

del triangulo redibujaria de inmediato la clrcunierencia circunscrita.

FEntiendase pues que el proposito de esta clase de software va mas alla del

de la simple representacion de una curva de la que se proporciona su ecuaclon,

convirtiendose en una herramienta muy util en cilertas ramas del estudio de

la geometria, como pueden ser la sintetica o la 1ntriseca.

Aunque la mejor forma de aprender a usar CABRI (Geometre es usandolo,

en esta seccion, se expondran los rudimentos minimos para entender la filo-

solla_del paquete 1nformatico. Lo primero que ve el usuario, una vez que lo

ejecuta, es una pantalla en blanco con ascensores de desplazamiento abajo v

a la derecha. BEn la parte superior se encuentra una barra de menu con las op-

ciones de costumbre (Archivo, Edicion, Opciones, Sesion, Ventanay Ayuda),
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N ==
Archivo Edicion  Opeionez Sesion Wentana  dwuda & |ﬁ| |5|
2 em Al
‘ % * i @ 4" .\. X" (P . 1 :
B
Yentana de disefio
Diesplazar a la imagen de la
pantalla al interior del gran
cuadrado [reprezentando una
zona cuadrada de un metra de
lado]
Anular |

A Bl _>l;I

|Apuntad0r

Bnicio| | @ A (2] B ||| Cabri Géometre Il Plu... B Paint Shop Pio | B RE 1848

v una fila de 1conos que mdican las distintas herramientas de trabajo.

Hste espacio en blanco, que esta pidiendo a gritos que lo rellenen con algo,

no es sino la zona visible de un tablero bastante mayor donde se representa

una extension limitada del plano real. Para asomarse al resto, seleccionese

en Archivo la opcion Mostrar la pagina... Bl rectangulo de la derecha puede

“agarrarse” con el raton para ser desplazado por la ventana de diseno. Donde

quede colocado, sera el area sobre la que se efectuara el zoom al represen-

tarse en la pantalla principal. ldentico proposito tienen l[os ascensores de

desplazamiento mencionados mas arriba.

ye dara de inmediato una somera descripcion de las herramientas conte-

nidas en la fila de 1conos de arriba, sin entrar en demasiados detalles pues,

como antes se asevero, mejor aprender su uso con la practica. De 1zquierda a

derecha son:

1 Cursores. Hl mas usado e immportante es el Apuntador. FPor defecto CA-

BRI comienza con el apuntador activo. Kl apuntador permite situar vy
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modiiicar objetos libres sobre el espacio de trabajo, recolocar y redimen-

sionar etiquetas, ventanas de texto o resultados de la calculadora, asi

como lanzar animaclones y otra serie de tareas. s la mano del usuario

manipulando cualquier cosa manipulable del grafco.

2 Puntos. Aqui se puede escoger entre un Punto aislado (libre), un Punto

sobre un objeto va creado, o los Punto(s) de la interseccion de un par de

obietos va existentes, los cuales que han de ser senalados con el apuntador

vy un clic de raton.

o Lineas. Las posibilidades son ftecta, Seqgmento, Semarrecta, Vector, 1rian-

qulo, Poligono v Foligono reqular. La herramienta fecta, por ejemplo,

requiere de dos cliqueos del raton, uno para determinar un punto de la

recta (libre o ligado), v un segundo clic que, bien idica otro punto de la

recta, bien su direccion. HEn ésta, como en el resto de las herramientas,

solo un poco de practica por parte del lector sera sulicliente para hacerse

una idea de s11 fiincionamiento

4 Curvas. Se dispone de Circulo, Arco v Conica. Hl Arco se renere a un

arco_de circunferencla: espera tres puntos como datos, los extremos v

alouno mtermedio. Las conicas requieren senalar cinco de sus puntos.

o Constructores. Kn este grupo se encuentran utiles para crear objetos liga-

dos a otros libres ya existentes: Recta perpendicular (a una dada, o a un

ele 0 a un segmento...), Recta paralela, Mediatriz, bisectriz v Punto me-

dro entre dos puntos o de un segmento, ademas de las opciones Compas,

Iransferencia de medidas, Lugar geometrico v fedefinir un objeto, que

se trataran en estos apuntes con mas detalle cuando sea preciso.

0 'lranstormaciones geometricas. CABRI viene equipado de fabrica con

procedimientos que calculan la Stmetria_azial de un objeto, la Sitmetria

central, amen de su Jraslacion, Ivotacion, Homotecia € Inversion. e

nuevo se aplaza su descripcion a cuando se necesite usarlas.

'« Macros. Ademas de las herramientas de partida, el usuario puede crear

otras nuevas, que funcionaran en pile de 1gualdad con las primitivas de
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| CABRI, por medio de las macros. b tal la importancia de saber redactar

| macros que en esta misma seccion se dara un ejemplo de como hacerlo.

X Predicados boaleanas Estas herramientas contestan afirmando o ne-

| cgando propledades de los objetos del espacio de trabajo que se senalen

| con el puntero. don jAlneados?, ;Faralela?, ;FEquidistantes? v sFerte-

l nece<

9 Herramientas metricas v de calculo. Con las priumeras puede recuperarse

| la Distancia o longitud de v entre los objetos. su Area. Pendiente. Me-

| dida de angulo o Coordenadas o ecuacion. Con el resto (Calculadora y

| Aplicar una expresion), es tactible realizar calculos numeéricos a partir los

| datos presentes en el espacio de trabajo o que hayvan sido mtroducidos

| directamente. CABRI distingue entre numeros abstractos y numeros con

| magnitud. Los primeros los trata internamente como numeros racionales

[ con una cantidad finita. aunque apreciable, de decimales ®, mientras que

| las unidades de los segundos son susceptibles de cambio por el usuario

| ajustandolos en Upciones v _FPreferencias. Por deiecto, las longitudes se

| miden en centimetros, v los angulos, en grados sexagesimales. FPor otro

| lado, CABRI se negara a operar con numeros de magnitudes heterogenas

| (erados mas metros, por ejemplo), al tiempo que asociara nuevas dimen-

| siones a los resultados de los calculos (centimetros por centimetros daran

| centimetros cuadrados).

10 Flementos adicionales. LLos mas usados son /Nombrar, para poner etique-

| tas a los objetos, lexto, FExpresion, 1raza v _Animacion. IVlas abajo se

l vera comao ntilizarlos

11 Apariencia de los objetos v del espacio de trabajo. Aparte de poder

| colocar, con las opciones Mostirar los ejes y _Nuevos ej1es, Uno o _varios

| sistemas de ejes coordenados (ortogonales o no), con unidades de me-

| dida para abscisas v ordenadas 1guales o distintas), muy socorrida sera

b - e, , - - z -
Se hace notar al lector que la precision de cdlculo es tal (del orden de las cien billonésimas,
con be), que a veces da la impresion de que se trabaja con auténticos nimeros reales.
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la herramienta Ocultar/Mostrar. Con ella podran dejarse de ver en el

espacilo de trabajo, aun permaneciendo activos, aquellos objetos usados

en construcclones auxiliares cuya presencia solo logra estorbar a la vision

nal de un problema.

De aconsela al lector que, siempre que comience a trabajar con CABRI,

abra Opciones en el menu superior v elija Mostrar los atributos . A la iz-

quierda del tablero de trabajo se inserta entonces otra columna con 1Conos

para las herramientas de personalizacion, tambien presentes en el icono 11 de

arriba. Con ellas se puede cambiar tanto el color de los objetos, como el de los

textos v el rellenado de areas. Otras sirven para determinar el grosor v el tipo

(continuo o discontinuo) de los puntos v trazos, o elegir entre diferentes mane-

ras de representar angulos o trozos de rectas, semirrectas v segmentos. Hstas

caracteristicas son las que en CABRI se conocen como atributos de un objeto

(libre o ligado). Disenar un grafico asignando atributos a sus componentes

facilita su visualizacion a los seres humanos pues, en ocasiones, se alcanza un

numero tan elevado de elementos en el espacio de trabajo que resulta dificil,

envuelta una procelosa marana de rectas, elipses o circunferencias, distinguir

la_solucion nnal de un problema. Hay dos modos de asoclar atributos a los

objetos. degun el primero, una vez escogido con las herramientas de arriba el

obleto a situar (recta, punto, segmento...), se senalan en la 1zquierda el con-

junto de atributos que poseera. De ese modo, cuando se coloque tal objeto en

el espacio de trabajo, este se creara con los atributos deseados. Una segunda

posibilidad atane a los objetos que va estan presentes. Senalandolos con el

puntero, quedan “seleccionados”, lo cual se notifica al usuario mediante su

parpadeo. lTambien se permite una seleccion multiple de objetos anadiendo

otros al primero mientras se pulsa la tecla de mayusculas. Todos los obje-

tos seleccionados, que se visualizaran a itervalos intermitentes hasta que el

usuario le indique a CABRI que hacer con ellos, adquiriran los atributos co-

rrespondientes conforme sean estos indicados con los 1conos de la 1zquierda.

Y La tecla F9 realiza idéntica funcion.
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Tengase ademas en cuenta que estos atributos seguiran activos mientras no

sean cambilados por el usuario, es decir, adquieren el caracter de opciones por

defecto. Hso s1, en cualquier momento se esta en disposicion de variarlos a

conveniencia

Los puntos estan alineados ‘,‘A ,’, l A_confinnacion se va a re-
Fi% | solver un problema sencillo, a
£ R
o F o ooax [ modo de ejemplo con el que prac-
s B o
":',D = ticar. Sigase para ello la Jigura
; 5 i A =
LA P L [ .23 Se pretende comprobar
{ 4 - .-“’."?Q_,.--‘
e [ empiricamente que las tres me-
i | Figural2.3 | dianas de un triangulo son rec-
- ; ! tas—concurrentes— Con el DHH-

tero del raton, comiencese por escoger atributos para los puntos. Aquil se ha

optado por circulos de trazo mediano. A continuaclon, seleccionese la herra-

mienta Funto del icono 2, para situar los tres vertices del triangulo sobre el

espacio de trabajo. Con Nombrar (icono 10), acérquese el apuntador a uno de

los puntos. Adviertase que el puntero cambia de forma al tiempo que surge

el texto "HEste punto”. Asi es como mdica CABRI que una accion va a tener

lugar sobre el objeto senalado. Al accionar el boton i1zquierdo del raton, se

abrira entonces una ventanita donde puede introducirse la etiqueta para ese

punto. En la ngura 1.2.o0 se han usado a tal efecto las letras A, b y C. Kl co-

lor de las etiquetas sera el mismo que el del objeto asociado a ellas. Activese

ahora Recta en el icono 3. Cliqueando A v B se trazard la recta AB. Héigase

lo propio para visualizar AC v BC.

;Ha advertido el lector que con fiecta activa, al acercar el puntero a los

objetos existentes surgen textos como “Por este punto” o “Sobre esta recta”’

Asi es como CABRI notifica al usuario cuales seran los puntos que definiran la

recta en cuestion. En el caso que nos ocupa, debe verse en todas las ocasiones

el rétulo “Por este punto”. Si, por ejemplo. al crear la recta BC va se ha

seleccionado C, v al querer senalar a b se ha pulsado el boton 1zquierdo con
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un “Sobre esta recta” 1luminado, entonces la recta trazada no sera la que

pasa por C' v B, sino por C un punto de la recta AB. Es frecuente que el

principlante cometa errores de este tenor. Hso si, solo se necesita un poco de

experiencla para adquirlir un buen pulso a la hora de uftilizar el raton.

Dibujados los vertices v los lados del triangulo, créense los puntos medios

de estos ultimos mediante Punto medio (icono 5). Acercando el puntero a A,

v luego a 5, con sendos cliqueos, se leen el texto "Funto medio de este punto”,

v luego v de este punto”, para generar el punto medio entre A y 5. Hagase

lo propio con los otros lados y etiquétense estos puntos medios (£, () vy R en la

figura). A continuacion, para trazar dos de las medianas, de nuevo mediante

la herramienta fiecta, se han seleccionado para ellas unos atributos que las

distingan de los lados. En este caso, un color distinto al de estos y con trazo

discontinuo. Activese ahora la herramienta Punto(s) de interseccion (icono 2)

v cliquéese sobre AQ) v sobre C'P. Etiquétese el baricentro D creado. (Siempre

es una buena costumbre etiquetar los objetos importantes.) Si1 no gusta el

aspecto de ), seleccionese este con el puntero y cambiense sus atributos con

los 1conos de la columna 1zquierda. Por ultimo, puesto que se desea saber sl

las medianas concurren, activese el operador booleano ;Alineados? (icono &),

v senalense los puntos /v, ) v 5. Un cuarto clic sobre el espacio de trabajo

desplegara el texto "Los puntos estan alineados”. Problema resuelto.

Ahora es cuando puede experimentarse la nilosofia dinamica e interactiva

de este tipo de paquetes miormaticos de la que se hablo mas arriba. Con

el Apuntador activo, hagase clic en A v, sin soltar el boton, desplacese el

raton por la altombrilla. Vera el lector como todos los objetos ligados se

redibujan en tiempo real, mientras permanece 1nalterable el resultado del

ejerciclo: Los puntos estan alineados”. Es evidente que esto no demuestra la

concurrencila de las medianas de un triangulo, pero si que puede comsiderarse

una comprobacion empirica de tal teorema. CABRI resulta muy apropiado

para_experimentos de este tipo, amen de servir de laboratorio sobre el que

lanzar conjeturas.
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| Hste segundo ejemplo sera mas |

| “cinetico” que el anterior. Para ello |

teorema de Pascal: S1 A, b, C, F,

() v Ik son b puntos sobre una conica

\_——provyectiva, entonces los puntos X =
| AQNBP. Y = ARNCP v Z =
BRNC(Q estan alineados. (Véase la [fi-

oura 1.2.4.) Por otro lado, el reciproco

del teorema de Pascal, tambien verda-

B
Figural.2.4 l

dero, proporciona un metodo para el

dala oain o o
T CTa Qo oC—TOT

Q310 oo oa
CT—olrcar COTIICa

nocen o de sus puntos: £, ), It, by C. |

bn efecto, siga el lector el desarrollo mediante CABRI en la Jngura 1.2.9. |

Creados vy etiquetados los 5 puntos (libres) P, (), R, 5 y C, construyase |

Z como la interseccion de BQ) con CR. Con la herramienta Recta activa, |

senalese zZ v dese un segundo clic en cualquier lugar del espacio de trabajo. |

Ne genera asi una recta r por £ (con un color distinto a las primeras en |

la figura), que puede variar en el haz de rectas que pasan por Z sin mas |

que “agarrarla” con el apuntador v desplazar el raton sin dejar de pulsarlo. |

Tracense ahora las rectas PC v PB, més sus respectivas intersecciones X vy |

Y con r. Sea A = QX NRY. Adviértase que a estas lineas auxiliares se les |

ha dado un trazo v un color distinto para mejorar la visualizacion del grafco. |

Pues bien, el reciproco de Pascal alirma que A tambien esta sobre la conica. |

Activese entonces la herra-

mienta Traza (icono 10) y se-

leccionese con ella el punto A.

Hsto 1mplica que, cuando A se

mueva, dejara un trazo sobre la

pantalla del mismo color v gro-

sor del punto. Hscojase a con-

5 Figura 1.2.5

+1v\11rH)1 EEN PN VST E SR AT Aoy |
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macion del mismo 1cono. Fl proposito de Animaclion consiste en proporcionar

un “mmpulso” a los objetos del espacio de trabajo de forma que se desplacen

manteniendo las ligaduras que ocasionalmente pudieran tener con otros ob-

1etos. En el caso que ocupa aqul, se pretende “animar’ la recta r para que

recorra todo el haz de rectas que pasan por . Coniorme ello suceda, el punto

A describira la conica determinada por los o priumeros puntos, dejando tras

de s1 un rastro visible. Pinchese pues con el raton la recta r, y alejese este un

poco de aquella, pero sin soltar el boton. Fijese el lector en como se estira

una especie de muelle. La longitud de esta dilatacion marca la velocidad con

la que r se movera. Por eso conviene no dar demaslada fuerza al empujon

para contemplar con calma el proceso de trazado. Cuando se libere el boton

1zquierdo, comenzara la representacion del movimiento, que solo se detendra

con la primera accion que emprenda el usuario. Los trazos dejados por A se

borran escogiendo en Fdicion la opcion Redibujar todo.

o1 quiere comprobar el lector experimentalmente que A describe la conica

determinada por P, ), i, by C, solo tiene que trazarla usando Conica (icono

4) y recurriendo al operador booleano ; Pertenece’, que espera dos entradas,

en esta circunstancla, A v la conica. Habra pues que pinchar ambos objetos.

Un tercer clic desplegara el mensaje "HlI punto esta sobre el objeto”.

Y para terminar este minicursillo de usuario de CABRI, un ultimo ejem-

plo, segun se prometio mas arriba, se ocupara de redactar una macro. de trata

de crear una nueva herramienta que calcule el ortocentro de un triangulo dado.

Comiencese por colocar tres puntos libres A, 5 v C en el espacio de trabajo.

'Iracense los lados del triangulo con la herramienta Segmento (icono 3). Me-

diante Recta perpendicular, dibtjense la perpendicular por A a BC., v la

perpendicular por C' a AB. Tracese por fin el ortocentro H como interseccién

de estas perpendiculares figura 1.2.6). Advierta el lector que CABRI, aun

exhibiendo los mensajes "FPor este punto” v " Ferpendicular a este segmento”,

construye bien las perpendiculares sin necesidad de que corten a los segmentos

a los que son ortogonales. En realidad. el programa halla las perpendiculares
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a las rectas determinadas por los segmentos, las cuales no tienen siquiera por
| que verse. De hecho, tambien pueden dibujarse con CABRI perpendiculares
| a un vector., a una semirrecta 0 a un eje.
flﬂx [ Una vez resuelto el problema geo-
I'\ [ metrico, ahora se escribira la macro.
".L [ Pinchando en el 1icono 7, se desplie-
:'. | gan tres subopciones: (Objeto(s) 1ni-
IL*, | cial(es), Objeto(s) final(es) v Validar
= I': [ una macro. La primera Sirve para se-
-HH.: P — II-‘I nalar los datos de la macra  BHn este
%H caso, con Objeto(s) 1nicial(es) selec-
Figura |2 & ': . . _ _ _
| ClUllalUd PILIICIICIISC 1U5 o VL UICTS UCTL
| triangulo para que estos queden parpadeando. 51 se cliquea sobre alguno de |
| ellos por segunda vez, dejara de hacerlo, senal de que va no se le considerara
| un objeto 1nicial de la macro. Sin embargo, no es esta la situacion pues se
I

requiere de los tres. Elijase ahora la herramienta Objeto(s) final(es) y dese

un clic sobre el ortocentro /4., que pasara a visualizarse en modo mtermitente.

Indicados los datos (A, 6y () y el resultado (H) de la construccion, vayase
A _Validar una macro

Notese como surge un recuadro de dialogo que contiene un desplegable

(combobox), tres ventanas de adquisicion de datos tipo formulario, una casilla

de verincacion v, a la derecha, un editor de 1conos, mas los dos botones de

costumbre: el de confirmacion (OK) y el de cancelacion (Anular). El primer

desplegable pide un nombre para la macro, o permite elegir alguna macro

va deninida con anterioridad. Hsta ultima posibilidad se usara cuando se

de arriba se ha tecleado

desee modificar o aumentar la definicion de macros antiguas.

“Ortocentrao

En la higura

cOomo nombre

Hste es el rotulo con
el que aparecera en el menu de herramientas de arriba una vez terminada la

el Nombre del primer objeto Iinal.

macro. For eso conviene pensar en titulos sugerentes. Justo debajo se solicita

|
Recuerde el lector que, trabajando con
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#% Cabri Géométre 1l Plus - [Figura n*1 3]

=le] x|

&) &rchiva Edicion Opeiones  Sesion Wentana  Apuda =] x|

B | A= Of ] Ay 1 ] [ A2

‘|_ ;I
I\I
K
I\
Definir una Macro
MNombre de la construccidn:
Ortocentro
Mombre del primer objeto final:
Este ortocentro
r
....... Apuda para esta macro:
3 Sefidlensze los treg vértices del tidngulo v ;I
e 36 calculard el ortocento. J
@ LI
Contrasefia para esta macro:
[~ Guardar... T e
i — Ok I Anular

1
3

< o " _l’I

“Yalidar una macro..

Binicio| | @ A (2] B ||| Cabri Géomeve Il Plu... B2 EEy 1343

CABRI, cada vez que se acercaba el apuntador a un objeto, surgia un mensaje

del tipo "Este punto” o "Por esta recta”. Pues bien, ese es exactamente el

texto que se solicita. Asi, rellénese este campo con “Este ortocentro” ‘. No

se olvide el lector jamas de completar el campo Ayuda para esta macro. Y

es que existe una avuda permanente por cada herramienta, que puede verse,

cuando aquella esta activa, pulsando F1. Todo lo que se introduzca ahora,

sera_lo que pueda leerse despues. De ahl la convenlencia de describir aquil,

con el mayor detalle posible, cuales son los objetos 1niciales de la macro, asi

como que es lo que se construye. 'lambién pueden protegerse las definiciones

de las macros con contrasena. Una ldea excelente y muy recomendable es

la de marcar la casilla de veriicacion Guardar. Ello se debe a que cuando

se memoriza en disco un tchero CABHEI tambien se anaden al mismao [as

definiciones de las macros que han intervenido en el. INo obstante, s1 aqul

7 N N " N ” " N
En macros con varios objetos finales, solo se wvisualizard el texto correspondiente al primero
de ellos.
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se selecciona Guardar, puede salvarse la macro en un nchero imdependiente.

Resulta muy util hacerse asi con una biblioteca de macros, almacenadas cada

una en su archivo, para echar mano de ellas cuando convenga v sin necesidad

de cargar el nichero CABRI completo.

Por ultimo, para quienes tienen aspiraclones artisticas, hay en la zona de

la_derecha del recuadro de dialogo todo un conjunto de herramientas con las

que disenar un 1cono para la macro. Esto no es, ni1 mucho menos, indispen-

sable. Queda reservado para los amantes de la perieccion.

Una vez creada la macro, aceptando los datos con el boton OK vy, even-

tualmente, salvando el nichero, se incorporara como una nueva herramienta

CABRI, en pie de 1gualdad con las primitivas v accesible desde el mismo 1cono

de las macros, el septimo por la 1zquierda. Ahora bien, tal vez se desee hallar

el ortocentro, no solo apartir de los tres puntos que determinan un triangulo,

sino pinmchando una sola vez en el propio triangulo. Para ello, comiencese

por limpiar el espacio de trabajo. Una manera facill y rapida pasa por los

menus Fdicion v Seleccionar todo mas la pulsacion de la tecla de borrado

Supr. A continuacion, activese la herramienta ‘Iriangulo (icono 3) y dense

o _cliqueos de raton. Ha quedado dibujado un triangulo. Hallese el ortocen-

tro mediante la macro creada con anterioridad, esto es, seleccionandola como

subopcion del 1cono (v proporcionandole como datos de entrada los tres

vertices del triangulo. Ahora, en Objeto(s) 1nicial(es), indiquese el triangulo

(no los puntos), en Objeto(s) final(es), el ortocentro, y abrase de nuevo el

recuadro de dialogo de Validar una macro. FPinchando en el desplegable de

arriba, escojase como nombre de macro la creada con anterioridad, esto es

OUrtocentro, v modifiquese, s1 se quiere, la Ayuda aclarando lo que haga 1alta.

Al crear la macro con OK, surge un recuadro con s botones. El ultimo (Anu-

lar) tiene una funcion obvia. El segundo (Reemplazar) machaca un nombre

de macro antiguo con la nueva construccion (aqui no funcionara puesto que

aquella definicion se ha usado dentro de esta). Pero el que se quiere utilizar

aqul es el primero: Anadir. Esto significa que la macro Ortocentro admitira
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de ahora en adelante dos conjuntos de datos 1niclales, bien tres puntos, bien

un triangulo completo.

‘lTodo esto queda muy bien en teoria. Sin embargo, se advierte al lector

que 1ncluso la ultima version de CABRI falla a veces tanto en el reempla-

zamiento como en el anadido (7), de ahi la buena costumbre de memorizar

cada macro en un fchero pues asi podra recuperarse la construccion original

s1 algo ha salido mal.

(Nota: Las fotogratias de matematicos de este capitulo son de dominio

publico y han sido tomadas de Wikipedia.)
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