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A. Castellén

GEOMETRIA ORTOGONAL

Como el objetivo de este capitulo se centrard en el establecimiento de
técnicas ttiles para el estudio de conicas y cuadricas, solo se enunciaran los
resultados necesarios para tales fines, y se probaran aquellos teoremas cuya
demostracion incluya métodos de trabajo.

Si se estd familiarizado con las formas bilineales y cuadraticas, basta con
leerse los enunciados aqui contenidos y realizar los ejercicios del final como
simple tarea de recuerdo. Si, por el contrario, se quiere ampliar conocimientos,

se recomienda a [Kaplansky| y a [Jacobson] como referencias bésicas.

§1 Formas cuadraticas

Desde la introduccién de las coordenadas en geometria, una de las defi-
niciones méas comunes del concepto de cénica consiste en el lugar geométrico
de los puntos de un plano afin K? cuyas coordenadas cartesianas satisfacen

una ecuacion de segundo grado en dos variables
(1) 00 + 20012 + 2002y + 1122 + 20122y + agey? = 0.

El misterio de esos doses que figuran multiplicando a algunos de los coe-
ficientes asi como la manera de indizar a estos se desvelara en breve. Solo hay
que pasar a coordenadas homogéneas, haciendo = = i—;, Yy = i—g, y multiplicar

por x2 para obtener la ecuacién homogénea de segundo grado
2 2 2
QooTy + 20001001 + 20002002 + 1107 + 200122172 + aex; = 0,

la cual, expresada en términos matriciales, queda

Qoo Qo1 Q2 o
(xo,x1,m2) | o1 @11 Qa2 x1 | =0.
Qp2 (12 22 x2
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Se recuerda que un polinomio g en n variables con coeficientes en un
cuerpo K es homogéneo de segundo grado si todos sus sumandos tienen grado

2 o, equivalentemente, si
g Az, ..., x,) = Nq(x1, ..., T0),

para cada \ € K.

Volviendo a la cénica afin descrita por la ecuacién [1)], una vez sumergida
en el proyectivo resulta que consta de puntos cuyos vectores fila de coorde-
nadas z satisfacen zAx! = 0 para cierta matriz simétrica A. Parece entonces
ttil considerar la aplicacién g : (u,v) — q(u,v) = uAvt de K3 en K y estudiar
sus propiedades. Por lo pronto, de hechos conocidos acerca del producto de

matrices, resulta que
q(M1ug + Aoug, v) = (Aug + Aoug) Avt =

Arug Avt + Aoug Avt = Aig(u1,v) + Aag(usa, v),

y la aplicacion ¢ disfruta de la linealidad en la primera componente. De un
modo semejante se llegaria a la linealidad en la segunda componente, luego
q es bilineal . Ademas, usando que la traspuesta de una matriz cuadrada de

orden 1 coincide con ella misma, se tiene que
q(u,v) = uAv' = (uAV")! = vAU' = vAu' = q(v, u).

Todo ello motiva la siguiente

Definicién I1.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre K. Un producto
interno es una forma bilineal simétrica de V' x V a K, es decir, una aplicacién
q: (u,v) = K tal que

i) g(Au+ pv,w) = Aq(u, w) + pg(v, w),

ii) g(u, Ao + pw) = Ag(u, v) + pg(u, w) y

iii) q(u,v) = q(v,u),

para cualesquiera u,v,w € V. y A\, p € K.
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A una aplicacién g : V. — K se le llama forma cuadratica si ¢(Au) =
A2q(u) para cada u € V y cada A € K y, ademas, la aplicacién de V x V a K
dada por (u,v) — q(u,v) = 2 (g(u+v) — q(u) — q(v)) constituye un producto
interno. A esta ultima funcién se la denomina la polarizada de q.

Notese que una forma cuadratica y su polarizada se representan por la
misma letra. Y tal conducta no lleva a ninguna confusién gracias al distinto
nimero de argumentos de una y otra.

El concepto de forma cuadrética se introdujo con el &nimo de integrar la
caracteristica 2, en cuyo caso se deberia haber eliminado el % como coeficiente
de la polarizada de ¢. Sin embargo, como en estos apuntes se renuncié en
cierto momento a seguir tratando con cuerpos de tal caracteristica, conviene
conservarlo por razones de exclusiva indole estética. Véase por qué. Cada
producto interno ¢ produce una forma cuadratica u + g(u,u) cuya polarizada

coincide con ¢. En efecto,

5 (0w w) = a(u,w) — e, 0)) = 3 (da(uu) — 2q(a,w) = gl ),

Y reciprocamente, dada una forma cuadratica ¢, su polarizada ya es, por defi-
nicién, un producto interno cuya forma cuadratica asociada u +— ¢(u, u) actia
de igual modo que la original. De haber suprimido el % se habrian duplicado
las expresiones en estos trasiegos de ida y vuelta, lo cual no presenta mayores
problemas cuando lo importante, en referencia al estudio de las cénicas, es
investigar cuando se anulan estas aplicaciones.

Ejemplos de formas cuadraticas se encuentran a patadas siguiendo la
idea que inspir6 su introduccién. Para el K-espacio vectorial K™, cualquier
matriz simétrica A de orden n define una forma cuadratica, la determinada
por u — uAu', de polarizada ¢(u,v) = uAv'. A continuacién, se comprobara
que, en esencia, no hay mas ejemplos que este.

Sea {u1,us,...,u,} una base de un espacio vectorial V' sobre K provisto
de una forma cuadratica ¢. Pues bien, basta conocer los valores de los n?

productos internos ¢(u;,u;) = cyj, para calcular cualquier otro producto
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interno. En efecto, para vectores u = >, \ju; y v = >, jt;u;, se tiene

q(u,v) = q(Z)\iui, Zujuj) =
ZZ)\iQ(Uiyuj)/Lj = Z (Z)\iaij)uj,

J
y reconociendo productos matriciales en el iltimo miembro, el producto in-

terno se expresa en la forma
q(u,v) = zAy’,

con x el vector fila de las coordenadas de u, y el vector fila de las coordenadas
de v, y A = (o;) la matriz cuadrada de orden n de elementos «;;. Ademsds,
A es simétrica pues «;; = q(u;, uj) = q(uy, ui) = as.

Si A es la matriz de una forma cuadratica con respecto a cierta base, y
B, la matriz de la misma forma cuadratica, pero con respecto a otra base,
entonces A = PBP! con P la matriz inversible del cambio de base.De las
matrices A y B se dice que son congruentes. En el conjunto de las matrices
cuadradas de orden n, la congruencia constituye una relacion de equivalencia.
Conviene advertir cuantas veces sea preciso que la congruencia no guarda
relacion directa ni con la semejanza ni con la equivalencia de matrices y por
eso viene a cuento realizar aqui un comentario.

Una matriz, como cualquier otro objeto matematico, es un concepto
abstracto capaz de interpretarse de muy distintas formas segin el papel que
juegue en cada ambiente concreto. Entre otras muchas cosas, lo mismo re-
presenta a un sistema de ecuaciones lineales que a una aplicacion lineal. Y
también, como se acaba de ver, una matriz simétrica se asocia a una forma
cuadratica. En cada una de estas circunstancias, matrices diferentes pue-
den describir al mismo individuo. Cuando esto sucede, surge una relacién de
equivalencia que agrupa en una clase a todas esas matrices. Para sistemas de
ecuaciones lineales, dos matrices A y B son equivalentes (y permitase la sim-

plificacién), si una se convierte en la otra por una serie finita de operaciones
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elementales. Recuérdese que estas operaciones consisten en multiplicar una
ecuacién por un escalar no nulo, permutarla con otra o sumarsela a otra. La
semejanza de matrices mete en el mismo saco a quienes encarnan a la misma
aplicacion lineal. Dependiendo de las bases elegidas para dominio e imagen,
la matriz A se hace semejante a matrices PAQ ™! con P y @ las matrices
inversibles de aquellos cambios de base. Esto, como resulta obvio, no parece
compartir muchas similitudes con la congruencia.

Definicién I1.1.2 En un espacio vectorial V' provisto de una forma
cuadratica ¢, se dice que dos vectores u y v son ortogonales si q(u,v) =
0. Los vectores ortogonales a si mismos se denominan isotropos. A una
base integrada por vectores ortogonales dos a dos se le llama base ortogonal.
Un subespacio totalmente isotropico es el compuesto por vectores iSotropos,
mientras que un subespacio no isotropico no contiene mas vector isétropo
que el 0. El radical de V' (denotado Rad(V')), es el conjunto de los vectores

ortogonales a todo el espacio. Expresado en forma conjuntista,
Rad(V) ={u € V : q(u,v) =0, para cada v € V'}.

El ortogonal S+ de un subconjunto S de V es el conjunto de los vectores de
v ortogonales a cada vector de S. Al espacio V' y a la forma cuadratica ¢ se
les adjudica el adjetivo degenerado si Rad V' posee otros vectores ademas del
0. El espacio V' se descompone en suma ortogonal-directa de los subespacios
SyT,siV=S&TyqST)=0,es decir, g(u,v) = 0 para cada u € S'y
v € T. Con mayor generalidad, de una suma directa @, S; de subespacios
S; se dice que es una suma ortogonal-directa, si cada vez que i # j, se tenga
q(S;,S;) =0.

Con la terminologia establecida, puede escribirse RadV = V-+. Ahora
se justificard aquel “en esencia” que se usé mas arriba cuando se afirmaba
que (u,v) — uAv® constitufa el inico ejemplo de forma cuadratica. Como
era de esperar, aquello se referia a que existe cierto tipo de transformaciones

entre espacios provistos de producto interno que da lugar a una identificacion.
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En este caso, por isometria se entiende a un isomorfismo lineal f entre dos
K-espacios vectoriales V' y V', sobre los que hay definidas sendas formas
cuadraticas ¢ y ¢’, y que satisface ¢’(f(u)) = q(u) para cualquier u € V.

Se recogen a continuaciéon una serie de hechos sencillos de probar, pero

de suma importancia para el estudio de las formas cuadraticas.
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Teorema I1.1.1 Siq:V — K es una forma cuadratica en el K-espacio
vectorial V', se satisfacen entonces las siguientes propiedades:

i) El ortogonal S+ de cada subconjunto S de V es un subespacio. En

particular, el radical constituye un subespacio. Ademas, S C T implica

T+ C St

ii) Un subespacio S de V' tal que V.= Rad V @ S nunca puede degenerar.

iii) Si A representa a la matriz de q en cualquier base, la dimension de

V' se obtiene como suma de la dimension del radical con el rango de A.

Asi, la no degeneracion de q equivale a la inversibilidad de A.

iv) Cuando V es totalmente isotrépico, entonces q(u,v) = 0 para cada

u,v € V' y la matriz de q en cualquier base se llena de ceros.

v) La no isotropia de un subespacio conlleva la no degeneraciéon del
mismo.

Demostracién Segin lo anunciado, solo se probard la parte iii) debido a
que ilustra un procedimiento para el calculo del radical. De cualquier forma,
el resto no representa demasiadas dificultades y, aunque no se exigiran todas
ni siquiera en los ejercicios, tal vez fuese til para el lector intentar abordarlas
a fin de adquirir soltura con las formas cuadraticas. Para abordar el apartado
iii), supéngase que ¢ tiene a A = («;;) por matriz en la base {u1,ua, ..., u,}.
Una condicién necesaria y suficiente para que un vector v pertenezca al radical
es que ¢(u;,v) = 0 para cada uno de los u;. Escribiendo v = ) z;v; como
combinacién lineal de los u; e imponiendo las n condiciones ¢(u;,v) = 0 se

obtiene
0 = g(ui, Zﬂﬁjuj) = ZQ(Ui,ug‘)l‘j = Zaz‘jiﬂj,
J J J

lo que da lugar al sistema lineal homogéneo de n ecuaciones en n incégnitas
D ajzi=0 (i€{l,...,n})
J

de matriz A. El espacio de las soluciones describe al radical. El hecho cono-

cido de que su dimensién vendra dada por la diferencia entre el niimero de
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incognitas y el rango de la matriz acaba el razonamiento. En realidad, las
ecuaciones de Rad V' como subespacio seran un subconjunto de k igualdades

linealmente independientes de entre las n anteriores con k el rango de A.

Antes de proseguir, se formularan algunos comentarios al [[eorema IT.1.1].

En v) se afirmaba que la no isotropia de un subespacio es una propiedad més
fuerte que la no degeneracion. Y esto se adivina, por ejemplo, en el hecho de
que la primera se hereda mientras que la segunda no. Para verlo en un caso
concreto, definase en el espacio vectorial racional Q2 la forma cuadréatica g

cuya matriz en la base canénica {eq, ez, €3} viene dada por
1 0
A=|-1 -3 0
3

El determinante de A no se anula, por tanto ¢ no denegera en todo V. Sin
embargo, el subespacio engendrado por e; no solo degenera, sino que es to-
talmente isotrépico.

Otro hecho bastante util se refiere a la parte ii). En ella se asegura que
cualquier suplemento S del radical constituye un subespacio no degenerado.
Recuérdese que por suplemento de un subespacio R se entiende cualquier otro
subespacio T tal que V = R®T. El mismo subespacio R puede poseer varios
suplementos. Pues bien, el apartado ii) permite reducir la mayoria de los
razonamientos acerca de formas cuadraticas a las no degeneradas y obviar
asi a un radical de escaso interés algebraico. Ello, sin embargo, no elimina el
papel geométrico que jugara el radical en el estudio de cénicas y cuadricas.

Por 1dltimo, téngase siempre en mente que un espacio vectorial V' provisto
de forma cuadratica dota de formas cuadraticas a sus subespacios vectoriales
(las correspondientes restricciones), por lo que resulta coherente hablar del
radical Rad S de un subespacio S. En este caso se tiene que Rad S = SN S+.
Justifiquese esta aseveracion.

El enunciado siguiente formula una relacion bastante ttil entre las di-

mensiones de un subespacio y su ortogonal, sea éste degenerado o no.
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Lema I1.1.1 Para cualquier subespacio S de un espacio vectorial V' con

forma cuadratica, se verifica

dim S+ = dim V — dim S + dim(S N Rad V).

Corolario I1.1.1 Para un subespacio S de un espacio vectorial V no

degenerado, se tiene

(1)L =s.

Teorema I1.1.2 (Teorema del sumando directo) Sean V' un espacio vec-
torial sobre K con producto interno q y S un subespacio de V no degenerado.
Entonces V se descompone en la suma ortogonal-directa V- = S @ S+. En tal
situacion, a S+ se le denomina el complemento ortogonal de S.

Teorema I1.1.3 (Diagonalizacién) Cada espacio vectorial V' provisto de
forma cuadratica q posee una base ortogonal.

Demostracion El nombre de diagonalizacion proviene de que la matriz
de ¢ adquiere forma diagonal cuando se expresa en relacion a una base orto-
gonal. El razonamiento que se desarrolla a continuacién se atribuye a Witt.

Comiéncese por buscar en V' algin vector no isétropo u;. La no existencia

de tal vector supondria, por la parte [v) del teorema IT.1.7], la ortogonalidad

de cualquier pareja de vectores de V', por lo que cualquier base se convierte

en una base ortogonal. La no isotropia del subespacio V; engendrado por

u1 junto con el feorema del sumando directd, permiten la descomposicién

V = Vi @ V- en suma ortogonal-directa. Ahora se le aplica a Vi la misma
disyuntiva que a V: si en el complemento ortogonal de V; no hay vectores
no isétropos, se completa u; con cualquier base de V= para obtener la base
ortogonal de V. En caso contrario, elfjase us en Vi* con g(us) # 0. Ahora,

la matriz de ¢ restringida al subespacio V5 engendrado por u; y us toma la

qlv, ~ <Q(31) q(22)) :

forma
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Como det(A) = q(u1)g(usz) # 0, el subespacio V5 tampoco degenera y es licito
escribir V' = V5@ V-, De nuevo se topa el razonamiento con dos alternativas,
o el subespacio V5" es totalmente isotrépico o contiene algiin us con q(us3) # 0.
La primera acaba el proceso completando {uy,us} con una base de V. La

segunda da lugar a un V3 =< wuy,us, uz > que satisface V = V3 @ V- y

q(uq) 0 0
qlvs ~ 0 q(uz) 0
0 0 q(us)

Pero cada V= disminuye en 1 su dimensién con respecto al anterior. Por otro
lado, V' tiene dimensién finita n. Esto prohibe que el dilema se mantenga
indefinidamente. Proseguirda, como mucho, durante n pasos con n = dim V..
Asi, o bien alguno de los Vﬁ estd lleno de vectores isétropos, o bien V.- =0y
{u1,...,u,} constituird la base ortogonal. Se advierte que, en la primera de
las dos posibilidades, V.- = Rad V' (;Por qué?), lo que proporciona un nuevo
método de célculo del radical.

Merece la pena ilustrar la demostracién anterior con un ejemplo. Con-

sidérese la forma cuadratica
2 2
q(x1, 2, T3, 24) = 20102 — 2123 + 5 + dxoxy — 225 + 20314

definida en el R-espacio vectorial R*. Se pretende encontrar una base ortogo-
nal {uy,us, us, us} en este espacio. Tal cual se hizo al comienzo de la seccién,

a la forma ¢, referida a la base candnica {e1, e, €3, €4}, se le asocia la matriz

0 1 -1 0
1 1 0 2
A= -1 0 -2 1
0 2 1 0

Siguiendo la demostracion del feorema IT.1.3, se comienza por tomar como

algin vector no isétropo, por ejemplo, u; = es, y se calcula el complemento
ortogonal de V; =< u; >. Ello plantea la ecuacién vectorial

0 1 —1 0\ /o
11 0 1) a]
OLOON 4 g o 1| |ay | =%

0 2 1 0/ \x4
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de la que se obtiene la ecuacién de Vi-. En concreto,
VlL =x1 + 2o+ 224 = 0.

Ahora se debe escoger un vector no isétropo us de Vi-. En rigor, habria
que caracterizar a los vectores isétropos de V- mediante una ecuacién y
elegir us de entre los que no la satisfagan. Pero la pratica sugiere encontrar
atajos que suavicen el trabajo. A simple vista se observa que ez verifica
x1 4+ w9 + 224 = 0y g(es) = —2 # 0. Escribase pues uy = e3. Entonces el

subespacio V5 engendrado por u; y us queda descrito por las ecuaciones
1 + X9 2.1,‘4 = 0
—xr1 + — 223 + x4, = 0 ’
Haciendo a x3 = A\ y x4 = p, se tiene
V" = {(=2X\+ 1, 2) = 3, A, ) : A, p € R},

El vector uz = (1, —3,0, 1) pertenece a V- (se ha tomado, por ejemplo, A = 0

ypu=1),y
0 1 -1 0 1
1 1 0 1 -3
0O 2 1 0 1

Para finalizar, las coordenadas de los vectores ortogonales a wui, us y us se

ven sujetas a las condiciones

T + x5 204 = 0
—I1 + - 2(L’3 + T4 = 0 N
—3.I1 - 6334 = 0
de donde surge el cuarto vector uy = (4,8,—3,—2) que completa la base

ortogonal de V. Pero q(u4) = ug Aul = 82, luego la matriz A de ¢ en la base

{u1,u2,us,us} diagonaliza en

1 0 0
0 -2 0 0
i ~B=1¢0 0o 9 o
0 0 0 8
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Si el lector se molestase en realizar las operaciones, comprobaria que
PAP' = B,

con P la matriz cuya i-ésima fila son las coordenadas de u; (i € {1,2,3,4}).

§2 Descomposicion de Sylvester

Una estrategia que suele dar fruto en algebra para el estudio de una es-
tructura consiste en “trocearla” en pedazos mas pequenos, pero de una mayor
“bondad”. A eso se dedicara lo que resta de capitulo ofreciendo descompo-
siciones de espacios vectoriales provistos de producto interno que brindaran
radiografias de su esqueleto.

Antes de proseguir, conviene recordar el concepto de cuerpo ordenado.
A un cuerpo K se le llama ordenado si existe en él una relaciéon de orden total
compatible con la suma y la multiplicacion por elementos mayores que 0, esto
es, a < [ implica a4+~ < f+~ para cualquier v, y ay < 8 para cada vy > 0.
Alternativamente, un cuerpo ordenado es aquél que contiene una clase P de
elementos denominados positivos y que satisfacen las propiedades:

i) Para cada «, se tiene una y solo una de las tres posibilidades exclu-

yentes: a« € P, a=0,6 —a € P.

ii) Suma de positivos es positiva.

iii) Producto de positivos da positivo.

El cuerpo de los reales encarna el prototipo de cuerpo ordenado, y cual-
quiera de sus subcuerpos hereda el orden. Sin embargo, ni C ni ningin
cuerpo que posea raiz cuadrada de —1 puede estar ordenado. En efecto, En
los cuerpos ordenados, los cuadrados siempre son positivos, luego 1 = 12 > 0.
Entonces —1 < 0 y se prohibe la eventualidad —1 = 2.

Teorema I1.1.4 (Descomposicién de Sylvester ') Sea ¢ : V — K una

L Este resultado, también conocido como ley de la inercia, fue descubierto alrededor de 1850

por C. G. C. Jacobi y J. J. Sylvester, con la diferencia de que el primero desarrollaba una
desmostracion del teorema similar a la actual, mientras que el sequndo se conformaba con
enunctarlo pues lo consideraba cercano a lo evidente. Por otra parte, Riemann atestigua que
Gauss ya lo probaba en los cursos que impartié entre 1846 y 1847, y a los que Riemann asistio

como alumno.
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forma cuadratica del K-espacio vectorial V con K un cuerpo ordenado. Exis-
ten entonces subespacios V., Vi y V_ que satisfacen las siguientes condiciones:

i) El espacio V' descompone en la suma ortogonal-directa
V=VialVyaeV_.

ii) La restriccion de q a V. estd definida positiva, o sea, q(u) > 0 para
cada vector no nulo u de V.

iii) La restriccién de q a V_ estd definida negativa, o sea, q(u) < 0 para
cada vector no nulo u de V_.

iv) Vj es totalmente isotrépico.

Ademas, cualquier otra descomposicion de V en la suma ortogonal-
directa V.= W, & Wy & W_, con q definida positiva en W, definida ne-
gativa en W_ e idénticamente nula en Wy ha de verificar dim W, = dim V,
dim Wy =dim Vy y dim W_ =dim V_.

Demostraciéon Sélo se probara la existencia por proporcionar un método

para la descomposicién. Por el feorema IT.1-3, V' contiene alguna base ortogo-
nal {uq,...,u,}. Reordénense los vectores de la base de forma que g(u;) > 0
para i € {1,...,k}, q(u;) = O parai € {k+1,...,m} y q(u;) < 0 para
i€ {m+1,...,n}. Dendtese por V, al subespacio engendrado por los k
primeros u;, por Vy al engendrado por los u; con k +1 <1 < m, y V_ al
engendrado por los restantes u;. Que estos subespacios son ortogonales dos
a dos se deduce del caracter ortogonal de la base elegida. Un célculo directo
prueba la satisfaccién de las propiedades ii), iii) y iv).

Advierta el lector que el subespacio Vj de la descomposicion de Silvertre

coincide con el radical de V.

§2 Descomposicion de Witt

Definicion I1.1.3 Un plano hiperbdlico es un espacio vectorial bidimen-
sional provisto de producto interno no degenerado y que contiene al menos

un vector isétropo no nulo.
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La importancia de los planos hiperbdlicos reside, como se vera mas ade-
lante, en que realizan una autopsia mas fina del espacio que los contiene al
rebanarlo en secciones mas chicas que el teorema de Sylvester y, ademas, no
precisa de la ordenacién del cuerpo.

A continuacion se estudiaran las entranas de un plano hiperbdlico V' con
forma cuadratica q. Sea u # 0 un vector isétropo. Se afirma que existen
otros vectores isétropos no nulos aparte de los proporcionales a u. A fin de
hallarlos, escojase un w linealmente independiente de u para formar la base

{u,w}. Aqui, la matriz de ¢ toma el aspecto

4= (q<u?w> qéuium) '

Si g(w) = 0, ya se habria acabado. Supodngase pues que ¢(w) # 0. Como

q no degenera, entonces el determinante de A, cuyo valor es —q(u,w)?, no

se anula. Esto permite sustituir w por v’ = q(u,w) 'w y se tiene la nueva

((1) Q(iv’))'

Para buscar algin vector isétropo de coordenadas (1,x) en la base {u, v’} se

12 (1 o) (5) =0

que da como soluciones x = 0 (el propio u), y = = q(_—w%). Por tanto, v =

matriz

plantea la ecuacion

u — ﬁw’ es isotropo y linealmente independiente de wu.

Lema II.1.2 Para un espacio vectorial V bidimensional y con forma
cuadratica no degenerada sobre K, son equivalentes:

i) V' es un plano hiperbdlico,

ii) existe un par de vectores (u,v), denominado par hiperbdlico, que

definen una base con respecto a la cual el producto interno se representa por

(1 o),

la matriz
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iii) hay cierta base en la que q toma la forma

(0 5)

Ademas, todo plano hiperbdlico contiene dos rectas totalmente isotropicas.
Demostracién La parte i) implica ii) se ha visto més arriba. Ahora
supéngase que hay un par hiperbdlico (u,v). Basta tomar la nueva base

integrada por los vectores u; = %(u +v) yug = %(u — v) para expresar ¢ por

A:((l) _01>.

Por tltimo, si ¢ tiene a A por matriz en la base {uj,us}, entonces V no

medio de la matriz

degenera pues |A| = —1 y, por otro lado, contiene al vector isétropo u; +ug #
0. En suma: V es un plano hiperbdlico.

Solo resta por observar que los subespacios unidimensionales (rectas vec-
toriales) engendrados por u y por v, con (u,v) un par hiperbélico, constituyen
subespacios totalmente isotropicos.

Esta tdltima propiedad es la que relaciona el adjetivo “hiperbdlico”, refe-
rido a los planos, con las proyectividades hiperbdlicas entre rectas. En efecto,

sea 0 : P1(K) — P1(K) una proyectividad hiperbélica de ecuacion general
Aoz’ + px + v’ + ¢ =0.

Los dos puntos dobles de o se obtienen como raices del polinomio
A + (p+v)z+ ¢ =0.

Pasando a coordenadas homogéneas por medio de = = i—;, y multiplicando por
23, se advierte que los puntos dobles de o se asocian a vectores isétropos no nu-
los del espacio vectorial bidimensional K2 con respecto a la forma cuadratica
q(wo, 1) = 2% + (u + v)wozy + Cx3. A K2 sélo le falta la no degeneracién

para merecer el grado de plano hiperbdlico. Pero esto se deduce del hecho de

¢ etr
(e
2

que la matriz
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de g posee determinante (\— , el cual no puede anularse al coincidir con

(wtv)®
1
un multiplo del discriminante de la ecuacion de segundo grado que determina

los puntos dobles. Las rectas totalmente isotrépicas mencionadas en el
[T T se interpretan como la pareja de puntos dobles de la proyectividad.

Sobre esta interesante conexion entre proyectividades y formas cuadraticas se

volverd en el proximo capitulo.

El es susceptible de generalizarse en el siguiente sentido.

Supoéngase que un espacio vectorial V' con forma cuadrética g sobre K se
escribe como suma ortogonal directa de n planos hiperbdlicos Py, Ps, ..., P,.
Ha de ocurrir que dim V' = 2n. Por la parte iii) del [ema IT.T.9, existe una
base en la cual matriz de g diagonaliza con n elementos iguales a 1 y otros n
iguales a —1. Por tanto, su determinante valdra +1 y la forma ¢ no degenera.
Para cada P;, elijase un par hiperbdlico {u;,v;}. Sean W el subespacio en-
gendrado por ui,uso, ..., u, y W el engendrado por vy, ve,...,v,. Los u; son
isétropos y ortogonales dos a dos, de ahi que la matriz de ¢ en la base com-
puesta por ellos se llene de ceros. Conclusién, Wi es totalmente isotrépico.
Y a W5 le sucede tres cuartos de lo mismo. Al final queda V' descompuesto
en suma directa W7 @& W5 de subespacios totalmente isotrépicos de la misma
dimensién n. Se avisa de que esta suma no sera ortogonal-directa pues ello
provocaria la isotropia total del espacio no degenerado V.

Lema I1.1.3 Si V' es un espacio vectorial con producto interno no dege-
nerado sobre K, entonces todos sus subespacios totalmente isotrépicos maxi-
males? tienen la misma dimensién. A este invariante se le denomina el indice
de Witt. Ademas, son equivalentes:

i) V se expresa como suma ortogonal-directa de n planos hiperbdlicos,

i) existen dos subespacios Wy y Wy totalmente isotrépicos maximales y
de dimension n tales que V = W1 & Ws.

La utilidad practica de los [emas IT.T.72 y [I.I.3 se vera en el capitulo

Aqui se entiende la maximalidad en el sentido obvio de que los subespacios totalmente
isotropicos maximales no estdn propiamente contenidos en subespacios totalmente isotropicos.
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siguiente. Por ahora, baste con comentar que las descomposiciones a las que
se refiere el no son unicas. Se da la posibilidad de que el mismo
espacio vectorial V' se exprese de distintas formas tanto como suma directa
de espacios totalmente isotrépicos maximales como en suma ortogonal-directa
de planos hiperbélicos. Lo que si que permanece es el nimero de planos por
un lado y la dimensién de los sumandos directos totalmente isotropicos por
otro, cifras que, encima, han de coincidir entre si y con el indice de Witt.
Teorema II.1.5 (Descomposiciéon de Witt) Sea g : V' — K una forma

cuadratica. Entonces V' es la suma ortogonal-directa

(2) RadV @ [@PZ} oW,

1ES
con cada P; un plano hiperbélico y W un subespacio no isotrépico. Cualquier
otra descomposicion de V' en suma ortogonal-directa del radical, planos hi-
perbdlicos y subespacio no isotropico ha de conservar el nimero de planos y
la dimensién de W 3,

En la descomposicién [2) es habitual no escribir los sumandos nulos. Por
ejemplo, en espacios no degenerados, el radical se anula. Por otro lado, si
un suplemento del radical resulta no isotrépico, entonces el ntimero de planos
hiperbélicos se reduce a 0, en cuyo caso @,y P = 0. Por tltimo, puede que
se dé en un suplemento del radical alguna de las circunstancias descritas en
i) o ii) del [ema IT.T.3 y W = 0.

Demostracion Sea S un subespacio de V tal que V = RadV & S.

Gracias al apartado ii) del feorema II.1.]], el subespacio S no degenera. Por

tanto, para el resto de la prueba bastard demostrar que cada espacio V' pro-
visto de forma cuadratica no degenerada es suma ortogonal-directa de planos
hiperbdlicos y subespacio no isotrépico. De nuevo hay un proceso construc-
tivo de demostracion que comienza por formularse la siguiente pregunta, ;hay

en V' otros vectores isotropos aparte del 07 Con respuesta negativa se habria

3 El nimero de planos, o sea, el cardinal del conjunto S de subindices, no es sino el indice de
Witt.
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finalizado: V' descompone en la suma ortogonal-directa del radical con un
subespacio no isotrépico. En caso contrario, témese un vector u; € V — {0}
con ¢(u;) = 0. La no degeneraciéon de V' permite afirmar la existencia de
algin vy € V con ¢q(uy,v1) # 0. El subespacio P; engendrado por u; y vy

se convierte asi en un plano hiperbédlico. Piénsese en por qué no debe haber

dudas al realizar tal afirmacién. A continuacion, el feorema del sumando di-

descompone a V' en la suma ortogonal-directa de P; y su complemento

ortogonal Vi = PlL. Haciendo uso del forolario I1.1.1], se tiene

RadVi =ViNVit = PN (PH)* =P NP =Rad P, =0,

luego V4 no degenera y es factible reiterar en él la disyuntiva original. Si no
se encuentran vectores isotropos no nulos en V7, se acabaria la demostracion:
V1 es el W del enunciado. De lo contrario, habria en V; vectores us y vs
con q(uz) # 0y q(ug,ve) # 0y apareceria un nuevo plano hiperbdlico P, el
engendrado por uy y ve. Ahora se proseguirfa razonando en V, = (P, @ Py)*,
y asi sucesivamente. La finito-dimensionalidad de V' concluiria el proceso,
bien al llegar a un complemento ortogonal no isétropo de una suma de planos
hiperbélicos, o con el agotamiento de V' en suma ortogonal-directa de planos
hiperbélicos. La parte de la demostracion relativa a la unicidad no se incluye
aqui.

Se ilustrara la prueba precedente con un ejemplo. En el espacio vectorial

Q* sobre Q, considérese la forma cuadratica ¢ de matriz

0 1 -1 0

1 1 0 2
A= -1 0 -1 -2]°

0 2 -2 1

en la base candnica {ey, es,e3,e4}. El radical de V' se halla como el espacio

de las soluciones del sistema

0 T2 — T3 =0
1+ T2 + 2x4 = 0

—T - T3 - 21‘4 = 0 ’
2.%2 — 2333 + T4 = 0
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planteado a partir de las 4 condiciones q((x1, z2, 23, 24),¢;) = 0 (i € {1,2,3,4}),
y que se transforma, por medio de operaciones elementales sobre filas en el

sistema equivalente

r1 + 9 + 224 = 0
Trog — XT3 =0

Ty = 0

0 =0

Asi, haciendo x5 = A se obtiene RadV = {(=A\, A\, A,0) : A € Q}, y RadV
es la recta engendrada por el vector v = (—1,1,1,0). Un suplemento del
radical lo generaran cualesquiera tres vectores linealmente indendientes entre
si e independientes de v. Pongase S =< es, e3,e4 >. Ahora, los isétropos de

S estan sujetos a la condicién

(0’ x? y? Z)A

e 8 O

luego, aparte del cero, se han de encontrar vectores (0, x,y, z) # 0 que satis-
fagan

22+ 4z —y? —dyz + 22 =0,

por ejemplo, el u; = (0,1,1,0). Témese en S un vector arbitrario no ortogonal
a uj. El eg vale para ello pues g(esz,v;) = —1. Denétese por P al plano

hiperbdlico < uj,es >. Ya no caben més planos hiperbédlicos ortogonales a P

dentro de S pues la dimension lo impide. Segun el feorema de Wit{, lo que

resta, o sea, P NS actuard como subespacio no isotrépico. Para determinar
el conjunto de los vectores de S ortogonales a P, se escribe q(uq, (0,z,y, 2)) =

q(€37 (07 z,y, Z)) =0 y resulta
ro -y = 0
proporcionando el subespacio no isotrépico

W = {(0, -2\, —2)\,\) : A € Q1.
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En definitiva, V' queda expresado en la forma V = RadV & P & W, con los
tres sumandos directos ortogonales dos a dos. El indice de Witt de V', en este
caso, resulta ser 1. Notese que la descomposicion ha dependido de numerosas
elecciones. Igual habria surgido otra distinta segun el capricho de quien se
ocupe de esa labor, pero siempre se obtendria el mismo radical, un tnico
plano hiperbdlico y un subespacio no isotrépico unidimensional.

Cuando se trate de una forma cuadratica definida en un espacio vectorial

V' sobre un cuerpo ordenado K en el que todo elemento positivo admita raiz

cuadrada, existe una interesante conexién entre el feorema de Svlvesteq y el

de Wit Supdngase que se escribe la suma ortogonal-directa V =V, & Vy &
V_, con ¢ definida positiva en V,, definida negativa en V_ e idénticamente
nula en V. Sean {uy,...,ur}, {vi,..., v} vy {wi,...,w,} respectivas bases
ortogonales de Vi, V_ y Vy. Entonces ¢(u;) > 0 para cada i € {1,...k},

. . . 1
lo cual permite sustituir cada u; por u} = \/mul de modo que ¢(u}) = 1.

De manera andloga, haciendo v, = ﬁvi para los v; de V_, se tiene
—q(v;
q(v}) = —1 para cada i € {1,...,m}. Con los w; no se precisa realizar

ningin malabarismo y se dejan tal cual. En la nueva base, la matriz de ¢ s6lo
contiene elementos iguales a 1, —1 6 0 en la diagonal. Ahora, el subespacio

Py, =< ), v} > es un plano hiperbdlico pues la restriccién de g a Py se expresa

(b 5)

Y lo mismo sucede con los pares hiperbélicos (ub, vh), (uf, v5), etcétera. Asi,

mediante

se agotaran los planos hiperbdlicos mutuamente ortogonales cuando se nos
acaben los u, o los v} en este proceso de emparejamiento. Poniéndose en
la situacion k& < m, los v; que sobran, esto es {vj,,...,v;,}, generan un
subespacio W definido negativo y, en particular, no isotrépico. Si k > m,
entonces quedan sin emparejar los vectores u,,q,...,u) que engendrardn
un subespacio no isotrépico. En cualquiera de los dos casos, se obtiene la
descomposicion de Witt con n la dimensién del radical, el indice de Witt

coincidente con el minimo de m y k, mientras que |m — k| es la dimensién del
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subespacio no isotrépico.

La situacién anterior resulta notable por contemplar un caso de espe-
cial relevancia, el de los productos internos sobre espacios vectoriales reales,
donde la descomposicion de Sylvester, que s6lo precisa de una base ortogonal,
proporciona la de Witt ahorrando bastantes calculos.

Otra circunstancia digna de mencion consiste en que en cuerpos alge-
braicamente cerrados el indice de Witt acaba siempre por alcanzar el maximo
valor posible *. Para comprobarlo, se verd en primer lugar que todo espacio
vectorial bidimensional P con una forma cuadratica ¢ no degenerada sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado K es un plano hiperbdlico. En efecto,
escojase cualquier base {u,v} de P. Si alguno de los dos vectores es isétropo,

se ha zanjado el asunto. De lo contrario, ¢ se representa por una matriz

(5 7)

B )’

con ay — 32 # 0. Imponer la isotropia de algiin vector w de coordenadas
(1,2) equivale a plantear la ecuacién vx? + 2Bz + o = 0, la cual siempre
posee soluciones en K, a menos que v = = 0 y a # 0, situacién que no
puede darse en este caso. De ahi que V se las apane para contener siempre
vectores is6tropos no nulos.

Toémese ahora una forma cuadratica arbitraria ¢ en un K-espacio vecto-
rial V' (con K algebraicamente cerrado) y dendtese por S a un suplemento del
radical. Sidim S < 2, el indice de Witt se anula. En la otra posibilidad, lo ya
demostrado asegura la existencia de un plano hiperbdlico P; C S. De nuevo
se formula idéntica pregunta acerca de la dimension del subespacio no dege-
nerado Pi- NS. Si ésta supera a 2, habra otro plano hiperbélico P, C P{-NS.
Asi sucesivamente, o bien se agota S a tijeretazos de planos hiperbdlicos si
dim S es par, o bien sobra un subespacio unidimensional no isotrépico. En

definitiva, el indice de Witt coincide con la parte entera de la mitad del rango

4 . . . . .

Recuérdese que un cuerpo es algebraicamente cerrado si cada polinomio (de grado mayor que
cero) con coeficientes en él posee raices. El prototipo de cuerpo algebraicamente cerrado es C,
el cuerpo de los nimeros complejos.
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de la forma cuadratica. Por ejemplo, en un espacio complejo de dimensién
5.025 y provisto de una forma cuadratica de rango 1.500, el indice de Witt
vale 1.762.

84 Ejercicios

1) Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V' con forma cuadrética
q sobre el cuerpo K. Si se denota por T al subespacio engendrado por S,
pruébese que S+ = T,

2) Desmuéstrese que en la familia de subconjuntos de un espacio vectorial
con producto interno, se satisfacen las propiedades

i) S C T implica T+ C S+.

ii) S c (SH)+.

iii) Si S es un subespacio, entonces S = (S+)+ si RadV = 0.

3) Pruébese que cualquier suplemento del radical es no degenerado.

4) Dése un ejemplo de un espacio no isotrépico en el que el radical sea
un hiperplano.

5) Pruébese que la congruencia de matrices es una relaciéon de equiva-
lencia.

6) Encuéntrese una base ortogonal en el espacio Q° provisto de la forma

cuadratica ¢ de matriz

1 0 0 3 2
0 4 1 0 1
01 0 2 0
3 0 2 1 1
21 0 1 4

en la base candnica.

7) Considérese la forma cuadratica
q(z1, 09,73, 74) = —2] + 4x174 + 2235 — 22073 + 5 + 67374

definida en el espacio vectorial real R*.

i) Descompéngase R? en la suma ortogonal directa a la que se refiere el

feorema _de Sylvestei].
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ii) Exprésese R* en suma ortogonal directa del radical, planos hiperbélicos

y subespacio no isotrépico.

8) Constriyase una forma cuadratica en algin espacio vectorial complejo
con rango 7 e indice de Witt 3.

9) En este problema se desarrolla otro método para la obtencién de
bases ortogonales. La idea basica consiste en que una forma cuadratica ¢
diagonaliza si y solo si actia sobre las coordenadas (x1,z2, ..., x,) referidas

a cierta base, en la forma

q(z1, 29, .., 2n) = MTT + Xoxs + ... + Az,
lo que sugiere utilizar las técnicas de completacion de cuadrados perfectos.
i) Sea q(x1,...,2,) = > ;; @ijriz; un polinomio homogéneo de segundo
grado en n variables sobre el cuerpo K.
i-1) Si a1 # 0, pruébese que existe una forma cuadratica f; en el K-

espacio vectorial K™ tal que

q(x1, ..., xp) = allfl(ml,...,xn)z +q1(z2, ..., xn),

con ¢o un polinomio homogéneo de segundo grado en las n — 1 variables
T9,...,x, con coeficientes en K. Indicacion: complétese a un cuadrado
perfecto el conjunto de todos los sumandos que contengan algtin .

i-2) Siaj; =0, pero ago # 0, demuéstrese que alguno de los dos cambios

de coordenadas siguientes

Y1 = X1+ X9 Yyp = X1 — X9
Yo = X1 — T2 6 Yo = x1+ X2

produce q(y1, Y2, .-, Yn) = D_;; Bijyiyj, pero ahora 11 # 0, encar-

gando el trabajo de la diagonalizacién al caso i-1).
ii) Deduzcase de lo que antecede un procedimiento practico para la re-

duccién de una forma cuadratica ¢ a una suma de cuadrados.
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iii) En cada uno de los siguientes casos, encuéntrese una base ortogonal
para la forma cuadratica correspondiente en espacios vectoriales sobre R
utilizando el procedimiento de la completacién de cuadrados ™

iii-1) 27 + 23 + 323 + 42122 + 27173 + 27273,

iii-2) 2zj29 — at% + 2x123 + 4013,

Ll

% en =
urse
Ware

5 A este proceso de diagonalizacion también se le conoce como método de Gauss.
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