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A. Castellén

CUADRICAS EN EL PROYECTIVO

En el capitulo precedente se han estudiado las formas cuadraticas desde
un punto de vista algebraico. Todos los resultados que alli se formularon
tienen una contrapartida geométrica cuando se los contempla desde el punto
de vista de la geometria proyectiva. Por eso, aunque son muchos los textos
destinados a ingenieros que abordan directamente las cuadricas en los espacios
euclideos R™, para un matemaético resulta mucho més natural seguir el camino

formas cuadraticas

{

cuadricas proyectivas

!

cuadricas afines

l

cuadricas euclideas
En este capitulo se dotara de contenido geométrico a las formas cuadraticas

en el escenario de los espacios proyectivos.

§1 Generalidades

Como se adelanté en el capitulo anterior, suele ser costumbre de los libros
técnicos introducir una cénica como el lugar geométrico de los puntos del
plano real cuyas coordenadas (z,y) satisfacen una ecuaciéon del tipo p(z,y) =
0 con p un polinomio de segundo grado en dos variables con coeficientes en
R. Con mayor generalidad, una cuadrica en un K-espacio afin n-dimensional
consiste en el conjunto de puntos cuyas coordenadas cartesianas satisfacen
una ecuacién p(yi,...,y,) = 0 donde p representa ahora a un polinomio de
segundo grado en n indeterminadas sobre K y, por consiguiente, susceptible
de escribirse en la forma

P -y yn) = D ayp + Y 200505 + > 2060yi + Qo
i i#£j i
El lector tal vez adivine el propésito de incluir un 2 en los coeficientes de los

términos de primer grado y los de segundo que contengan el producto de dos
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variables distintas. O quiza no. Pero en lo que si que estard de acuerdo es que
tal modo de proceder es licito, pues basta con dividir por 2 los coeficientes
originales adecuados para llegar a una expresién como la de arriba.
Asi bien, operando como se hizo con las cénicas, el polinomio p(yq, ..., yn)
pasa a depender de coordenadas homogéneas si en él se efectiian las sustitu-
2

ciones y; = z;/xo y se multiplica el resultado por z§. El nuevo polinomio

q(xo,21,...,2,) viene dado por

Q(x()axl:"'?xn) - x(2) p<_7"'7_)7

el cual tiene una variable mas, pero ahora es homogéneo de segundo grado.
Recuérdese que un polinomio es homogéneo de grado n, si cada uno de sus
monomios tiene grado n, o, equivalentemente, si al sustituir cada variable x;
por Az;, el polinomio queda multiplicado por el escalar \". Es facil com-
probar que el polinomio ¢(xo,...,,), obtenido como homogeneizacién! del
p(y1,---,Yn), es homogéneo de segundo grado. En efecto, para cada \ € K

no nulo, se tiene

AT AT,
ACo, AT, - AEn) = (Azo)?p(=—, ..., =) =
Q( Lo, AT, y AT ) ( 1‘0) p<)\$07 ,)\370)
2,20 (T Ty o
)\xop(xo,...,xo) Aq(xo, X1, ..y Tp)-

La cuédrica se interpreta entonces como el lugar geométrico de los puntos
afines del espacio proyectivo P, (K) engendrados por vectores isétropos para
la forma cuadrética definida por ¢(zo,...,x,). Esta ultima queda descrita,
en el sistema de coordenadas homogéneas que diera lugar a las coordena-
das cartesianas del afin de partida, por la matriz (o;;) con «;; = «j; para
cualesquiera i,j € {0,...,n}.

Se ilustrara todo esto con un ejemplo. Supdngase que una cuadrica afin

en R*, segiin el concepto provisional de cuddrica que se maneja, esté deter-

1 . . . .

Por desgracia, la accion del verbo homogeneizar no genera en castellano otra palabra de
mejor sonido que homogeneizacion. Por completo inapropiado seria el uso del barbarismo
homogenizacién.
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minada por la ecuacion
yr — Y5 + ya — 412 + 25193 + 3ysys — 2 = 0.
Homogeneizando se obtiene
—ng + JJ% — 4303 + xoxy — 41209 + 220123 + 33704 = 0,

y la cuddrica consistira en los puntos afines del espacio proyectivo real de di-
mensién cuatro engendrados por los vectores isotropos para la forma cuadratica

q:R% — R de matriz

-2 0 0 0 3
0 1 -2 1 0
0 -2 -4 0 0
(1)1003
0 0 32 0

Se ha de reconocer pues que el examen de una cuddrica desemboca de forma
natural en el de cierta forma cuadratica. Y puesto que la teoria de las formas
cuadraticas se basa en solidos pilares, conviene trasladarse a un ambiente
proyectivo y asi aprovechar el equipaje de la geometria ortogonal para el
estudio de las cuddricas.

Definicién I1.2.1 Sea V un espacio vectorial sobre K provisto de una
forma cuadrética ¢ : V' — K. Al conjunto de puntos del espacio proyectivo
P(V') engendrados por los vectores isétropos no nulos de ¢ se le denomina una
cuadrica proyectiva y se denotard por Q(q). A una cuddrica en dimensién
proyectiva 2 se le llamara una conica.

Esta definicién es buena ya que un vector isétropo no nulo engendra un
subespacio vectorial de dimension 1 totalmente isotrépico, esto es, un punto
del proyectivo. (Piénsese que cualquier miltiplo escalar de un vector isétropo
es, as{ mismo, isétropo.) Algunos autores distinguen entre el conjunto de

puntos Q(q) y la clase de equivalencia de g bajo la relacién

q~ Mg, A€ K —{0}.
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Ello se debe a un deseo de integracién en la geometria algebraica donde las
cuadricas se contemplan desde otro punto de vista. En otros libros, se exige
a ¢ que no sea idénticamente nula, es decir, que no todo vector sea isétropo.
Quiza con ello se persiga un fin estético ya que, en ocasiones, habra que hacer
salvedades sobre ciertas generalizaciones que contemplan a la cuddrica que
“llena” todo el espacio como un caso especial. Sin embargo, tal medida lleva
aparejadas algunas incomodidades al considerar subespacios totalmente con-
tenidos en una cuadrica. Por dltimo, otros textos denominan hipercuadrica
a lo que aqui se ha llamado cudadrica, reservando este término para las con-
tenidas en espacios tridimensionales. En realidad no es mala idea. Si no se
ha adoptado en estos apuntes serd por el afdn de disminuir el nimero de

pulsaciones de teclado al escribirlos.

Antes de proseguir, se haran algunas observaciones a la definicion IT.2.1].

En primer lugar, se da el hecho curioso de que cuadricas procedentes de for-
mas cuadraticas no isométricas pueden definir los mismos lugares geométricos.
Por poner un caso sencillo, considérense las cuadricas sobre la recta proyectiva
racional determinadas por las ecuaciones 2 + 27 = 0y 22 + 227 = 0. Am-
bas describen al conjunto vacio, pues no poseen vectores isétropos no nulos,

mientras que sus respectivas matrices

1) Gs)

no son congruentes. Meditese sobre ello 2

Otra peculiaridad radica en que el feorema IT.1.3 permite, en un espacio

proyectivo n-dimensional, la diagonalizacion de cualquier cuadrica Q(q), esto
es, un cambio de coordenadas a un sistema compuesto por vectores de una
base ortogonal. En tal sistema, la ecuacion de la cuddrica se escribiria en la
forma

2 2 2
Ty +oxy + ..+ apz;, =0,

Si aun después de meditarlo no se atina a adivinar el motivo de semejante afirmacion,
escribase la condicién de congruencia y tomense determinantes.
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que se denomina ecuacion reducida de la cuddrica. Aqui, el nimero de coe-
ficientes «; no nulos proporciona el rango de la forma cuadratica ¢. (En
ocasiones se habla del rango de una cuddrica Q(¢q), cuando uno se esta refe-
riendo al rango de la forma cuadrética ¢.) Si todos los a; se anulan (rango
cero), la expresiéon 0 = 0 queda satisfecha por las coordenadas de cualquier
punto, y la cuadrica llena el espacio (el espacio vectorial del que procede el
proyectivo es totalmente isotrépico).

Pero ya es hora de que se justifique por qué la geometria proyectiva se
ocupa de las cuddricas.

Teorema I1.2.1 Una proyectividad entre espacios proyectivos trans-
forma una cudadrica en otra cuadrica.

Demostracién Siendo o = P(f) una proyectividad entre los espacios
proyectivos P(V) y P(V’) de la misma dimensién n sobre el cuerpo K,
concibase una cuddrica Q(q) en P(V). Existe una manera natural de do-

tar a V'’ de una forma cuadratica ¢’, que haga conmutativo el diagrama

V f V/
—

N\ /

q Lq

K.

La forma ¢’ deberd actuar como la composicién go f~!. Hay que comprobar

que ¢' es una forma cuadratica. Para A\ € K y v € V', se tiene

¢ (W) = q(f7H () = g\ fH(v) = Na(f 7 (v) = ¢ (v).
Un razonamiento tan mecénico como el anterior desembocaria en la bilinea-
lidad de la polarizada de ¢’. Ademads, si se toma un punto P =< v > de la
cuddrica Q(q), para el que ¢(v) = 0, la proyectividad o lo lleva a otro punto

< f(v) > con f(v) isétropo para ¢'. En efecto,

Por tltimo, escéjase un punto P’ =< u > de la cuddrica Q(¢') que define la
forma cuadrética ¢’. Entonces 0 = ¢/(u) = q(f~1(u)) y P’ es imagen de un

punto de Q(q), en concreto, de < f~1(u) >. Asi, o(Q(q)) = Q(¢).
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La descripcién de las cuadricas en dimensiones muy pequenas se realiza
de modo casi inmediato. Esta seccién se ocupara de las dimensiones menores
que 2, dejando para la siguiente un somero estudio de las cénicas. En espacios
proyectivos de dimensiéon —1, las cuadricas se quedan sin puntos puesto que
el propio espacio no tiene elementos que ofrecer. Una cuddrica Q(g) en un
espacio (un punto) Py(K) o bien llena el espacio (consta del tinico punto) o
bien Q(q) = (), dependiendo de si K, como espacio vectorial sobre s{ mismo,
es 0 no totalmente isotropico.

Considérese ahora una cuddrica Q(q) en una recta proyectiva P (K) de
ecuacién reducida cpaf + ayzf = 0. Hay tres posibilidades:

1) El rango de ¢ es 2. Esto implica que ni oy ni ay se anulan. En tal

circunstancia, la cuadrica puede poseer 2 puntos o ninguno, dependiendo

2
T (7))
L0 aq

tenga soluciones en K. En efecto, en el caso en que A sea una de las dos

de si la ecuacion

raices cuadradas de —g—‘;, la cuadrica Q(q) se compondra de los puntos

(I, A) y (1,—X), mientras que, de lo contrario, no habria mas vectores

isétropos que el cero.

2) El rango de g es uno y, por tanto, algiin coeficiente se anula. Supéngase

a1 = 0, con lo que la ecuacién agz = 0 (con ag # 0) determina un tnico

punto, el (0,1).

3) El rango de ¢ es cero, luego a; = ay = 0 y todo punto de la recta

pertenece a la cudadrica.

En definitiva, una cuddrica en una recta proyectiva consta de dos puntos
o ninguno, si procede de una forma cuadratica no degenerada, y de un iinico
punto o de todos, si la forma cuadratica degenera. Memoricese este resultado
pues se utilizara a menudo en lo que sigue. Por ejemplo, como consecuencia
interesante de lo anterior pueden describirse todas las posiciones relativas de
una cuddrica y una recta. En un espacio proyectivo P(V'), considérense una

recta r = P(S) y una cuddrica Q(q). Se denotard por gg a la restriccion de
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la forma cuadratica ¢ al subespacio S que engendra la recta. Es obvio que
Q(qs) es una cuddrica en la recta r tal que Q(qs) = Q(q) Nr. Pues bien, si
gs no degenera, entonces Q(qg) tiene dos puntos o ninguno, lo que equivale
a decir que r corta a la cuddrica en 2 6 0 puntos. En el primero de los casos
se dird que la recta es secante a la cuadrica, y en el segundo, que es exterior
a la cuadrica. Cuando gg degenere, la recta r tocara a la cuadrica en un solo
punto o estara totalmente contenida en ella. En ambos casos se hablard de
recta tangente a la cuadrica.

Este concepto de tangencia puede generalizarse a subespacios de cual-
quier dimensién.

Definicién I1.2.2 De un subespacio P(S) de un espacio proyectivo P (V')
se dird que es tangente a una cuddrica Q(q), si degenera la restriccién de ¢ a
S, la cual se denotara por ¢g.

Como en el caso de las rectas, una simple cavilacién deberia convencer
al lector de que Q(qs) = Q(q) NP(S).

Cada cuddrica degenerada Q(q) de un espacio proyectivo P(V') contiene
a los puntos engendrados por vectores del radical pues estos son isétropos. Al
subespacio P(Rad V') se le conoce por el vértice de la cuddrica y a cualquiera
de sus puntos se le endosa el adjetivo singular. Por otro lado, la descompo-
sicion V' = Rad V& .5, con S no degenerado, permite concebir en el subespacio
P(S) la cuddrica de S no degenerada Q(qs), denominada directriz. Obsérvese
que, mientras que una cuadrica degenerada sélo tiene un vértice, sin embargo
puede poseer varias directrices. No hay mas que considerar intersecciones con
distintos suplementos del radical. Por generatriz se entiende cualquier recta
que contenga puntos singulares y puntos de una directriz. La razén de los
sustantivos vértice, directriz y generatriz se origina en el siguiente

Teorema I1.2.2 Si una cuadrica degenerada no se reduce al vértice, en-
tonces es la union conjuntista del haz de sus generatrices, es decir, se compone

de rectas que pasan por puntos del vértice y se apoyan en una directriz.
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Vertice

Generatrices

‘v'

En la figura TT.277], el vértice se reduce a un punto y la directriz es una

Directriz

conica.

Demostracion Escribase V = Rad V' @ S para un espacio vectorial V'
con producto interno ¢ sobre K. Elijase un punto singular P =< u > del
vértice y otro () =< v > en la directriz Q(gs). Se ha de comprobar que cada
punto R =< au + Bv > de la recta PQ pertenece a la cuadrica Q(q), lo cual

se deduce de la serie de igualdades

q(au + pv) = a2q(u) + 2a8q(u,v) + ﬂzq(v) =0,

donde se ha aplicado la isotropia de v y el hecho de que u € Rad V. Para la
inclusién inversa, partase de un punto arbitrario A =< a > de la cuadrica.
La descomposicion de V' en suma directa de subespacios proporciona vectores
b y ¢ tnicos tales que a = b+ ¢, con b € RadV y ¢ € S. Pero el vector a es

isétropo, luego

0=g(a) =q(b+c) =q(b) +2q(b,c) + q(c) = q(c).

Si ¢ = 0, entonces A cae en el vértice y, por tanto, en cualquier recta que pase
por Ay por un punto de la directriz. En el otro caso, ¢(¢) =0y A € BC con

B =< b > singular y C' =< ¢ > en la directriz.
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Para visualizar en un ejemplo concreto las tesis del teorema, considérese
la cénica Q(q) del plano proyectivo real descrita por la ecuacién x? — 23 = 0.

La matriz de ¢ viene dada por

0 0 O
01 O
0 0 -1

en la base canénica {eg, e1, e2}. El vértice, en este caso, sélo consta del punto
P =< ep >. Témese como suplemento del radical el subespacio S engendrado
por e1 y es. Adviértase que S constituye un plano hiperbdlico y que, por ello,
contiene dos rectas totalmente isotrépicas, las engendradas por e; + eo y
e1 — eg. Asi, la directriz, que ahora es una cuddrica no degenerada sobre una
recta, se compone de los puntos A =< ey + ey >y B =< e; —ey >. Por
tanto, la cénica consiste en la unién conjuntista de las generatrices PAy PB
que se cortan en el vértice P. Si el lector se molestase en calcular la ecuacién
de tales rectas, obtendria x1 = x5 y 1 = —x2, lo que también se deduce de
la ecuacién 23 = z3 de la cénica.

Supoéngase que un punto P =< u > reposa en el vértice de una cuédrica

Q(q) de un espacio proyectivo P(V') sobre K y que se traza por P cualquier

recta PQ con () =< v >. La matriz de ¢ restringida al subespacio engendrado

<8 q(ov)>’

en la base {u, v}, por lo que g« ,~ degenera y la recta AB se sitta tangente

por u y v adquiere la forma

a la cuadrica. ;Caracterizara esta propiedad a los puntos singulares? Habra
que verlo. Sea ahora P =< u > un punto de la cuadrica con la peculiaridad
de que cualquier recta que lo atraviese es tangente a la cuddrica. Asi, cada

vector v ¢< u > engendra, junto con u un subespacio S degenerado. En la

s <q<£v> qgfﬁ))

base {u, v}, la matriz
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ha de tener determinante nulo, lo que implica ¢(u,v) = 0. Como esto sucede
para cada v, se concluye con que u € RadV y P pertenece al vértice. Esto
demuestra el

Teorema I1.2.3 Un punto esta en el vértice de una cuddrica si y sola-
mente si pertenece a la cuadrica y cada recta que pase por €l es tangente a la

cuddrica.

§2 Un primer estudio de las conicas

En esta seccién se realizara una somera descripcién de las cuadricas en
dimension 2, esto es, de las cénicas. Para ello, sea Q(¢) una cénica de un

plano proyectivo P(V') sobre K de ecuacién reducida
QoTh + a2 + agrs = 0.

Como se vio con las cuadricas sobre una recta, pueden suceder varios casos:
1) La forma cuadrética ¢ es no degenerada. Esto supone que los a; no
se anulan. La cuddrica podra tener o no puntos dependiendo de si hay
0 no vectores isétropos no nulos en V. Si V es no isotrépico, Q(q) = 0.

En caso de que haya algin vector isétropo v # 0, podréd aplicarse la

descomposicion de Witt descrita en el feorema IT.T.J para concluir con

que la cuddrica consta de al menos dos puntos. De hecho, se vera en
los ejercicios que O tiene tantos puntos como cualquier recta. Mayor
conocimiento acerca de la cuadrica requiere de mas informacion sobre la
aritmética particular del cuerpo base K.

2) El rango de ¢ es 2. Puede suponerse entonces que la cuadrica tiene a
177 + a3 = 0 como ecuacién reducida, donde 0 ¢ {ay, as}. El punto
V =<wv >, conv=(1,0,0), pertenece a Q(q). De hecho, V es el vértice
de la conica. Dendtese por S al suplemento del radical engendrado por
(0,1,0) y (0,0,1). Como la cuddrica gs en la recta P(S) no degenera,

solo pueden darse ahora dos posibilidades, o la directriz Q(gg) tiene dos
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puntos P y ), o no tiene ninguno. Del feorema IT1.2.7 se desprende

entonces que la cénica, o bien consiste en dos rectas VP y VQ, secantes
en el vértice, o bien o se reduce a un tinico punto que no es otro que V.
3) El rango de ¢ es 1. Con ecuacién reducida asz3 = 0 (ag # 0), el
radical tiene dimension 2 y es el subespacio S engendrado por (1,0,0) y
(0,1,0). Un suplemento del radical tiene que ser a la fuerza no isotrépico,
luego la cénica se reduce al vértice, que es la recta P(S).
4) La forma cuadrética ¢ tiene rango 0. Al igual que sucede en cualquier
otra dimension, la ecuacién reducida 0 = 0 es satisfecha por cualquier
punto de P(V') (todo vector es isétropo), y la cénica llena el plano.
Tendré su interés en lo que sigue saber cuantos puntos y en qué posiciones
relativas han de estar para que determinen una tinica cénica que pase por ellos.
Si a uno le dan un conjunto de puntos y le proponen calcular la cénica que
los contiene a todos, una idea podria ser la de concebir una matriz genérica
M, simétrica y de orden 3, e imponer condiciones del tipo vMv! = 0, con v
los vectores fila de las coordenadas de los puntos proporcionados como datos.
Asi se plantearia un sistema de ecuaciones lineales, con tantas ecuaciones
como puntos de los que se dispone. Las incognitas de este sistema serdan los
elementos de la matriz a determinar. Ahora bien, la matriz M es simétrica,
luego depende solo de 6 elementos. Ademds, cualquier multiplo no nulo suyo
AM (XA # 0) define la misma cénica que M pues ¢ y Ag tienen los mismos
vectores isotropos. De ahi que sean suficientes, en principio, 5 ecuaciones
para resolver el problema planteado. De hecho, la serie de razonamientos que
se desarrollaran a continuacién demuestran que, sabido el rango de la forma
cuadratica, un conjunto de, a lo sumo, 5 puntos determinan de forma tnica
una cénica que pase por ellos.
Se comenzard por examinar el caso en que una cénica Q(q) no llena el
plano P(V') (tiene rango mayor que 0) y contiene a cinco puntos A, B, C, D
y E tales que no hay tres de ellos alineados. Al no existir colinealidad entre

ternas de esos puntos, es licito escoger el sistema de coordenadas homogéneas
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{A, B,C; D}, lo que equivale a escribir A =< a > B=<b> C=<c>y
D =<a+b+c >, cona, by ctres vectores linealmente independientes de V.
La base elegida {a, b, c} estd integrada por vectores isétropos, lo que implica

que en ella la matriz M de ¢ toma la forma

0
M= A
1

RO >
oOR =

para ciertos escalares A\, p y v. Obsérvese que A\, i1 y v no pueden anularse a
la vez pues, de lo contrario, la conica ocuparia todo el plano.

Que el punto unidad D sea también isétropo se traduce en la condicién

0 A u 1
111 A 0 v 11 =0,
w v 0 1

la cual proporciona una primera ecuacién A + pu + v = 0. Escribiendo las
coordenadas homogéneas de E = (e, €1, €2) en el sistema fijado, se llega a la
segunda ecuacion

€0€1A + €g€apt + €162v = 0.

El sistema homogéneo integrado por ambas ecuaciones tiene un subespacio

de soluciones de dimension 1 si y solo si el rango de la matriz

1 1 1
€p€1l €p€Ey €1€2

es 1. El primero de los menores de orden 2 es

1 1

€p€1l  €p€2 - 60(62 B 61).

Ahora bien, si ¢y = 0, entonces F € BC, mientras que €5 — ¢; = 0 implicarfa
que E estd sobre la recta AD. Como no hay tres puntos alineados de entre
los cinco dados, ninguna de las posibilidades puede producirse y la matriz del
sistema tiene rango 1. En definitiva, solo hay una cénica que pasa por los

cinco puntos. Se hace notar que, desechando la solucién trivial A = y = v =0,
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el resto satisface 0 ¢ {\, u,v}. De ahi que las condiciones impuestas a los
puntos implican que la cénica no degenera.

Supéngase a continuacién que A, By C estan alineados, pero B, F' ¢ AB.
Al compartir AB tres puntos con la cénica, debe ocurrir que AB C 9Q(q), y
ello implica que ¢ es degenerada. Para verlo, basta razonar sobre el indice
de Witt del espacio V. En efecto, una recta proyectiva dentro de una conica
procede de un subespacio vectorial de V' totalmente isotropico de dimension 2.
Si la forma cuadratica ¢ no degenerase, el indice de Witt seria mayor o igual
que 2, y quedaria asegurada la existencia de dos o més planos hiperbdlicos
ortogonales. Esto supone que dim(V) > 4. Contradiccién. Por tltimo,
el hecho de que una cénica con tres puntos colineales contiene a la recta
que pasa por ellos, unido a que Q(q) no recubre todo el plano, prueba que
9(q) = ABU EF. En resumen, la cénica sigue determinada por los cinco
puntos dados, aunque ahora degenerando en un par de rectas secantes.

Sin embargo, si A, B,C,D € r y E ¢ r, para una cierta recta r, puede
haber mas de una cénica (distinta de todo el plano) que pase por los cinco
puntos, a saber, las constituidas por 7 unién con cualquier recta que contenga
a F. Y lo mismo sucederia si los cinco puntos estuviesen alineados sobre 7.
En tal caso, ademas de la conica que degenera en r, estan las del tipo r U s
con s una recta distinta de r.

Todos estos argumentos conducen a los resultados que se enuncian a
continuacion.

Lema I1.2.1 Una coénica Q degenera en cada una de las siguientes cir-
cunstancias:

i) Hay en Q al menos tres puntos alineados.

ii) La cénica se reduce a un punto.

iii) Todo punto del plano pertenece a Q.

Teorema I1.2.4 Si una conica Q no ocupa todo el plano y contiene al
menos 5 puntos, entonces una condicién necesaria y suficiente para que Q

quede por completo determinada por 5 de los puntos por los que pasa es que
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haya a lo sumo 3 de ellos sobre una recta. Ademas, si de entre los cinco no
hay 3 colineales, la conica es no degenerada, mientras que la alineacién de 3

de ellos implica que Q degenere en dos rectas secantes.

§3 Polaridad inducida por una cuadrica

En esta seccion se dotara de contenido geométrico a los conceptos basados
en la relacion de ortogonalidad que induce una forma cuadrética. Se comen-
zard estableciendo alguna terminologia. Dos subespacios P(S) y P(7") de un
espacio proyectivo P(V) sobre K son conjugados respecto de una cuadrica
9(q), si ¢(S,T) = 0. Por ejemplo, los subespacios P(S) y P(S+) son conju-
gados. Se introduce la notaciéon P(S)* para referirse al subespacio proyectivo
asociado al ortogonal S+ de S. Si se aplica a un punto A =< a >€ P(V) la
férmula enunciada en el [ema II.1.]], se tiene

dim < @ >*=dimV — dim < a > +dim(< a > NRad V),

lo cual indica que A+ puede constituir un hiperplano o todo el espacio de-
pendiendo de si A es o no singular. De At se dird que es el subespacio polar
de A. De modo anélogo, si un hiperplano H de P(V') no corta al vértice,
entonces H+ consiste en un punto denominado el polo del hiperplano.

Con los términos establecidos, en una cuadrica no degenerada, se dan las
siguientes propiedades:

i) Los hiperplanos polares de los puntos de un hiperplano pasan todos

por el polo del hiperplano.

ii) Hiperplanos que pasan por un punto tienen su polo en el hiperplano

polar del punto.

iii) Un punto pertenece a la cuadrica si y solo si esta en su hiperplano

polar.

Una vez descifrado el trabalenguas, las partes i) y ii) se obtienen como

consecuencia inmediata de la simetria de la relacién de ortogonalidad. Y la
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parte iii) no es més que enunciar en términos geométricos el hecho de que la
isotropia de un vector equivale a la ortogonalidad consigo mismo. La evidencia
de estas propiedades no menoscaba su importancia, pues son ellas las que van
a permitir dualizar, en el caso no degenerado, los conceptos emparentados
con las cuédricas.

Por un lado, para una cuadrica no degenerada, las aplicaciones A — A+
y H + H* que llevan cada punto a su hiperplano polar y cada hiperplano a
su polo, son una la inversa de la otra 3. Ademds, la primera traslada puntos
de un hiperplano en hiperplanos que pasan por un punto, mientras que la
segunda realiza la mision dual, la de transformar hiperplanos concurrentes en
un punto en puntos del mismo hiperplano. A esta pareja de aplicaciones se
la conoce como polaridad inducida por la cuadrica. Por otra parte, tanto la
condicién incluida en iii) como la nocién de polaridad se expresan en términos
de incidencia entre puntos e hiperplanos, lo que permite su dualizacion.

Se examinara entonces en qué se traduce la tesis dual de iii), o sea, qué
le ocurre a un hiperplano P(H) que pasa por su polo P(H)-. Tal situacién
equivale a decir que H N H* no se anula, pero H N H' coincide con el radical
de H. Por tanto que el hiperplano contenga a su polo se transcribe en la
degeneracion de la forma cuadratica qg. De ahi que se obtenga la siguiente
verdad: un hiperplano es tangente a una cuadrica si y solo si aloja a su polo.
Recuérdese, para que lo anterior tenga sentido, que hablar del polo de un
hiperplano presupone que éste no alberga puntos singulares, lo cual sucede
en el escenario no degenerado en el que se razona.

Fijese ahora un sistema de coordenadas homogéneas en P(V') con res-
pecto al cual la forma cuadratica ¢ tenga a A por matriz. Sea P un punto
cuyas coordenadas homogéneas se representaran por el vector fila u. El hi-
perplano polar de P consistira en los puntos de coordenadas = = (xq,...,x,)
que satisfagan uAz’ = 0, de ahi que la ecuacién de P+ tenga a v = uA como

vector fila de coeficientes. Multiplicando por A~! esta ultima igualdad, se

3 De hecho, se trata de dos correlaciones.
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obtendria un método para el calculo del polo de un hiperplano, conocida su
ecuacion. Pero las coordenadas homogéneas no varian por multiplos escalares
no nulos y, ademas, la matriz A es simétrica, por lo que, en vez de calcular
la inversa de A, puede uno conformarse con la adjunta. Asi, si un hiperplano
se describe por zv' = 0 con v como vector fila de coeficientes, el polo vendra
determinado por el punto de coordenadas u = v AR, Que el hiperplano pase

por el polo equivale a que se satisfaga la expresion
pARdiyt — 0,

la cual se conoce como ecuacion tangencial de la cuadrica. Resumiendo, la
ecuacion tangencial de una cuddrica no degenerada permite establecer qué
hiperplanos son tangentes a la cuddrica.

Se examinara ahora qué ocurre en el dual P(V*). La correlacién estandar
x entre el espacio y su dual transforma puntos en hiperplanos e hiperpla-
nos en puntos, y también hiperplanos que contienen a su polo (hiperpla-
nos tangentes) en puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién del tipo
pAdjyt — 0, para A una matriz simétrica, es decir, puntos del dual engen-
drados por vectores isotropos para la forma cuadratica de matriz A2dj ep
la base dual. ;Y que son estos lugares geométricos sino lo que se ha estado
denominando como cuéadricas?

En definitiva, en ambiente no degenerado, “punto sobre una cuadrica”
dualiza en “hiperplano tangente a la cuadrica” y viceversa, mientras que
cuddrica es un concepto autodual %

El siguiente enunciado, cuya demostraciéon se propondra como ejercicio,
da una idea de la posicion relativa entre una cuddrica y su hiperplano tan-

gente.

4 En este punto debe hacerse notar que todo lo anterior puede englobarse en un estudio mds
general que incluya cuddricas degeneradas. Si mo se ha obrado ast, se debe a que ello habria
obligado a tratar correlaciones, sistemas nulos y polaridades en el Eapitulo 1.4, el cual ya se
extendidé en demasia para las caracteristicas de estos apuntes.
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Teorema I1.2.5 Para un punto no singular de una cuadrica, su hiper-
plano polar, denominado en este caso el hiperplano tangente, contiene a todas

las rectas tangentes a la cuadrica que pasan por el punto.

Y,

Figura I1.2.2

Rectas tangentes

A continuacion, se investigara la restriccién de una polaridad a una recta.
Considérese una cuadrica Q@ = Q(g) en un espacio proyectivo P(V') sobre
K y, en él, una recta » = P(L) que no pase por el vértice. Témese un

punto arbitrario P =< u >€ r. Como P no es singular, puede concebirse

su hiperplano polar P+ = P(L*). La [drmula_ de Grassmar| ofrece en tales

circunstancias dos posibilidades: o bien » C P*, y se tendria la tangencia,
entre r y Q, o bien P+ corta a la recta r en exactamente un punto P’ que,

dicho sea de paso, es conjugado de P.

Se define entonces la biyeccién o : r — r que aplica P en si mismo cuando
se dé la primera situacién, y transforme P en P’ en los demaés casos. Nétese
que o = 1, si y solo si r C Q(q), mientras que o()) = P para cada @ € r,
si Q(q) N7 se reduce al punto de tangencia P. En el caso restante, esto es,
cuando la recta = P(L) no se sitia tangente a la cuddrica, la restriccién gy,
no degenera y las intersecciones, 2 o ninguna, de r y Q(q), constituyen puntos
dobles de o, segin se desprende de la propiedad enunciada mas arriba.
Como cada recta posee més de tres puntos, pueden escogerse P =< u >y

Q) =< v > distintos y en 7 con @ # o(P) # P. En la base {u, v}, la matriz
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de qr, adquirira la forma

an (g oy
q(u,v)  q(v)
Cada X € r — P esta generado por un vector del tipo xu + v y su imagen
X' = o(X), por otro de la forma x'u+wv. Entonces, se sigue de la conjugacién

entre X y X’ que
0= q(zu+v,2'u+v) = qu)zz’ + q(u,v)z + q(u,v)z’ + q(v) =

q(u)zx’ + q(u,v)(z + 2') + q(v).

Leyendo el primer y ultimo término de la expresién anterior, se reconoce en
ella a la ecuacién de una involucién de r, ya que q(u)q(v) — q(u,v)? no se
anula al coincidir con |A].
Resumiendo para la polaridad ¢ inducida por una cuadrica Q sobre una
recta r se dan los siguientes casos:
i) o =1, sir C Q, es decir, si r es tangente a Q en todos sus puntos.
ii) o es una aplicacién constante si r es tangente a Q en un tnico punto.
iii) o es una involucién eliptica o hiperbdlica dependiendo de si r es
exterior o secante a Q 5,
Merece la pena pormenorizar la segunda de las eventualidades descritas

en iii). A tal fin, sea » = P(L) una recta que corta a una cuadrica 9(q) en

los puntos A =< a >y B =< b >. La matriz

(q<f, b) Q(gib))

de ¢z, en la base {a,b} posee determinante no nulo (razénese el motivo), por
lo que ¢(a,b) # 0. Elfjase un punto arbitrario P =< Aa + b > de r distinto
de Ay de B. A su conjugado P’ lo engendrard un vector \'a + b para cierto

escalar \'. Razonando como antes se obtiene

0=qMa+bNa+0b)=(A+XN)qg(a,b),

5 Esta dltima situacién terminard de justificar en el capitulo siguiente los adjetivos “hi-

perbdlica” y “eliptica” endosados a las proyectividades en una recta.
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de donde A = —). jA qué recuerda esto? Para que P haga las veces de
punto unidad en el sistema de coordenadas {A, B; P}, se deberia escoger a
los vectores Aa y b como generadores de A y B, lo cual nos lleva a que, en
tal sistema, P’ tiene abscisa —1. Sorpresa morrocotuda: los puntos A, B, P
y P’ se encuentran en cuaterna armonica.

Teorema I1.2.6 Los puntos de interseccion de una recta secante a una
cuadrica son conjugados armonicos de cualquier pareja de puntos conjugados
respecto de la cuadrica.

De este hecho sacaron bastante punta los geémetras del XIX. Por ejem-
plo, dada una cénica Q en un plano proyectivo, el teorema anterior propor-
ciona un método grafico para el trazado de la recta polar de un punto P que
se describe en el siguiente

Corolario I1.2.1 Si un cuadrivértice se inscribe en una coénica, entonces
cada punto diagonal no singular es el polo de la recta determinada por los

otros dos puntos diagonales.

Figura 11.2.3

Demostracién Sea {A, B, A’, B’} un cuadrivértice inscrito en una cénica

Q de un plano proyectivo. Dendtense por P = ABN A'B’, Q = AB'NA’'B

y R = AA"N BB’ alos puntos diagonales, y supongase que P es no singular.

Constriuyanse a continuacion las respectivas intersecciones X y Y de la recta

PQ con los lados r = AB y s = A’B’ (véase la figura 11.2.3). De la definicién
geométrica de cuaterna arménica se desprende que (ABPX) = (A'B'PY) =

I1.2-19



Apuntes de geometria afin y proyectiva

—1. Tomar P no singular equivale a decir que r es secante a la cénica. Esto

implica, en virtud del feorema IT.2.0, que el conjugado de P en la recta r

respecto de la cénica no es otro que X. Otro tanto puede decirse de Y si se
razona sobre la recta s. Y como todos los conjugados del punto P han de
encontrarse sobre su recta polar, debe ser P+ = XY = QR, lo que finaliza la
demostracion.

El argumento anterior ofrece, de propina, la construccién de las tangentes
por P a la conica, si es que estas existen. Para verlo, lldmense S y S’ a las
intersecciones, si las hubiere, de P+ con Q. Se afirma que PS y PS’ tocan
tangencialmente a la cénica. En efecto, como S € P+, la simetria de la
conjugacion respecto de una cuadrica da P € S+. Pero S ya estaba sobre su
propia polar al pertenecer a la cénica. En definitiva, PS = S+ es tangente a,
Q con S como punto de tangencia.

Y esto representa sélo una muestra de la cantidad de aplicaciones al

dibujo que se desprenden del feorema I1.2.0, valido también en dimensiones

superiores. Por ejemplo, para hallar el plano polar de un punto respecto
de una cuadrica en un espacio tridimensional, podrian calcularse dos de sus
polares, las cuales determinarian el plano objeto de la indagacién. En los

ejercicios del cuaderno de préacticas se abundara en este tipo de problemas.

54 Razén doble de cuatro puntos sobre una cénica

Esta seccion se circunscribe de nuevo a la dimension 2, donde se enuncia
un importante resultado de Steiner y las consecuencias que de él se derivan.
En particular, gracias a €l se rescataron las conicas del monopolio que ejercia
sobre su estudio la geometria analitica y tomaron carta de consideracion den-
tro de la geometria proyectiva.

Teorema I1.2.7 i) Si o : A* — B* es una proyectividad entre haces de

rectas de un plano tal que A # B y 0(AB) # AB, entonces el conjunto

Q={rno(r):re A"}
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es una conica no degenerada que pasa por A y B. Ademas, o transforma la
tangente a la cénica por A en la recta AB, y esta tltima en la tangente a Q
por B.

ii) Reciprocamente, dada una coénica no degenerada Q y dos puntos A y

B distintos sobre ella, la aplicacion o : A* — B* dada por

BP sir=APyPeQ—{A B},
o(r)=1 4B sjr:A_J-,
Bt  sir=AB

Polar de A

Polar de B

Antes de abordar la demostracién, conviene formular un par de comenta-
rios. Adviértase que la primera parte del teorema muestra como el concepto
de cénica (no degenerada) puede ser enunciado en términos exclusivamente
geométricos. En concreto, los libros cldsicos de geometria proyectiva definen
una cénica como el lugar geométrico de las intersecciones de rectas homénimas
para haces proyectivos no perspectivos. Y es que la condicién de que AB no

sea doble se traduce en que la proyectividad entre haces ¢ no es una perspec-

tividad (feorema T.4.8.11]). Notese también que la aplicacién o de la segunda

parte esta bien definida en todos los casos pues si una recta r pasa por A y
no es tangente a Q (la restriccién no degenera), entonces r corta a la cénica

en exactamente un punto adicional P, aparte del propio A.
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Demostraciéon La estrategia para la primera parte consistira en suponer
que existe una cénica Q = Q(g) compuesta por los puntos p N o(p), variando
p en el haz de rectas A*, para después construirla y comprobar que satisface
las condiciones requeridas. Un primer indicio para ver quién es Q proviene
de que tal cénica ha de pasar por B pues B = AB N o(AB), sea cual sea
o0(AB). Ademés, a la recta 0(AB) no le estd permitido cortar a Q en otro
punto distinto de B, pues ello iria contra la buena definicién de o. De ahi que
o(AB) sea tangente a la cénica. Un razonamiento andlogo sobre o~ ! conduce
aque A€ Qyo(Al) = AB.

Pero hacen falta méas datos para determinar la cénica Q. A tal fin,
témense dos rectas r y s del haz A*, con r # s, y escribase ' = o(r) y
s’ = o(s). Como por cada punto pasan al menos cuatro rectas (justifiquese),
no hay inconveniente en escoger r y s distintas de AB y tales que ' y s’

también difieran de AB (figura 11.2.4). Lldmense C' y D a las respectivas

intersecciones de r con " y de s con s’. Las condiciones impuestas hasta
ahora implican que {A, B, C, D} constituye un cuadrivértice, lo cual permite
fijar el sistema de coordenadas homogéneas {A, B, C; D}. En él, las rectas r,

s, ¥’y s’ tienen por ecuaciones
J— J— [ [
r=x1=0,s=x1—22=0, " =20=0 y s =x9—1x2=0.

Interesa elegir en los haces A* y B* sendos sistemas de coordenadas ho-
mogéneas. Para el centrado en A, escdjase el {r,s;t}, con la recta unidad
t = 2x1 — x9 = 0, aquella cuya ecuacién es la suma de las ecuaciones de r y
s. Su homoénima t' = o(t) sera cierta recta que pasa por B = (0,1,0). Para
darle forma a la ecuacién de t/, sea P = t' N1 CD. Las coordenadas de P
responden pues al esquema P = (e,¢,6). Como P no coincide ni con C' ni
con D (jpor qué?), es € # 0, y no hay impedimento en escribir P = (1,1,7),
con v # 16 Se afirma que v # 2 pues, de lo contrario, P =t N CD y, por el

Estas simplificaciones tienen por objeto minimizar el nimero de escalares que han de inter-
venir en la demostracion.
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teorema fundamental, o seria la perspectividad de eje C'D, lo que contradice
las hipdtesis. Al pasar ¢’ por los puntos B y P, su ecuacién viene entonces

determinada por

Sea E =tNt = (2,7,2y). Supbéngase por el momento que v # 0. Las
sucesivas elecciones de puntos han conseguido entonces que entre A, B, C, D'y
F no haya tres de ellos alineados, razon por la cual O debe ser la tnica cénica

no degenerada que pasa por ellos. Recordando los razonamientos previos al

feorema IT.2.4, la matriz M de la forma cuadratica ¢ tendra el aspecto

M =

= > o
O >
oR =

con A\ +u+v =0y A+2u+~yv = 0. De este tltimo sistema de dos ecuaciones
lineales, basta con elegir una solucién no trivial, por ejemplo, tomando v = 1

se tiene
0 vy—2 1—v
M=|~v—-2 0 1
1—7 1 0

Pero quedé pendiente méas arriba ver qué sucede si v = 0. En ese caso
t' = 29 = 0y E = A no proporciona el quinto punto necesario. Mala suerte.
Eso ha ocurrido al elegir como recta unidad t aquella que se transforma por
oenla AB = t'. Que no cunda el panico pues esta circunstancia ya se previé
al comienzo de la demostracién. Alli se concluia con que ¢ ha de ser tangente

a Qen A . La ecuacién de la polar AL viene dada por

0 X u
At =(1 0 0)| X 0 v |(zo z1 x2)=0.
w v 0
De escribir la condicién t = A+ se deduce A = -2y u = v = 1. Asf, la

matriz de la cénica sigue respondiendo en este caso al patron de la matriz M

con v = 0. Ademads, también det(M) continia siendo no nulo. Ha quedado
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pues construida la tnica cénica no degenerada que puede satisfacer las tesis
del teorema. Queda por comprobar que para cada recta v por A , el punto
uNo(u) pertenece a Q.

Pero para ver cémo se comporta la proyectividad o entre los haces, atin
falta por fijar un sistema de coordenadas homogéneas en B*. Se hara de
forma que 7’ y s’ sean las rectas base, y ¢’ haga de recta unidad. De imponer
que la ecuaciéon de ¢’ sea suma de sendas ecuaciones que decriban a v’ y ¢’ se

desprende que
r=n—-1zg=0, s =xg—22=0y t' =~yx9—1x2=0.

Témese ahora cualquier recta u € A*. Hay que demostrar que X = uNo(u) €
Q. Es obvio que esto sucede si v = r. En caso contrario, existe un escalar A
con (rstu) = A. La ecuacién de u se obtiene entonces de multiplicar por A la
de r y sumarla a la de s, es decir, u = (A+1)x; — x5 = 0. Y como o conserva
razones dobles de ldpices debe ser o(u') = M(y — 1)xo] + [0 — 22] = 0. El
lector puede comprobar ahora que el punto X de interseccién de u y o(u)

tiene por vector fila x de coordenadas el dado por
z=A+LAy=1D+1L A+ DAy —1)+1)).

Un célculo directo prueba que zMz! = 0, con lo que X € Q.
Finalizada la primera parte, la segunda es ahora mas sencilla. Sean A
y B dos puntos distintos de una conica no degenerada O, y considérese la

aplicacion o : A* — B* definida en la forma

AB  sir= A",

BP sir=APyPe Q- {A B},
o(r) =
Bt sir=AB.

Elijanse tres puntos C, D y FE sobre la conica, distintos entre si y de

Ay B. Entre los cinco puntos considerados no puede haber tres de ellos

colineales pues Q degeneraria (feorema I1.2.4). La cénica coincide entonces

con la tnica no degenerada que pasa por los cinco puntos A, B, C, D y FE.
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Sea 7 : A* — B* la proyectividad entre haces que transforma la recta AC en
la BC,la AD en la BD y la AFE en la BE. La no colinealidad de C, D y
E fuerza a que 7(AB) # AB. La primera parte del teorema pone ahora en
evidencia que 7 opera igual que o, luego ¢ es una proyectividad y el teorema
estd acabado.

En el parrafo precedente se ha deslizado a conciencia una pequena trampa.
El lector que quiera descubrirla por si mismo deberia detenerse aqui a medi-
tar, ya que la sutileza que se ha colado sera desvelada justo tras el préximo
punto y seguido. Y es que no siempre las cénicas no degeneradas disponen de
una cantidad de puntos suficiente como para realizar la eleccién de los C, D
y E anteriores. Mas adelante se pedird probar que las cénicas no degeneradas
y no vacias de un plano sobre un cuerpo de ¢ elementos constan todas ellas
de g+ 1 puntos. Luego para disponer de 5 puntos sobre una cénica, el cuerpo

ha de poseer al menos 4 escalares. De ahi que el razonamiento utilizado para

demostrar el apartado ii) del feorema IT.2.7] no funcione en el plano proyectivo

sobre Zs. Uno de los problemas de este capitulo tiene por objeto subsanar

semejante deficiencia.

El alcance del feorema IT.2.7 quedara bien patente en la cadena de con-

secuencias que se enunciaran a continuacién. Se avecinan mas teoremas de
tan hondo calado que llevan nombre propio ”.
Teorema I1.2.8 (Teorema de Steiner) Si A, B, C'y D se sitiian sobre

una conica Q que no ocupa todo el plano, y X es otro punto de Q para el que

tiene sentido referirse al lapiz (X A, X B, XC, X D), entonces la razon doble

(XA XB XC XD)

no depende de la eleccion de X. Ademas, esta razén doble coincide con la
de los ldpices (A+, AB, AC, AD), (BA,B+,BC,BD), (CA,CB,C+,CD) y
(DA, DB, DC, D*) cada vez que estos existan.

" En realidad, se trata de resultados equivalentes en el sentido de que demostrando uno de ellos
pueden deducirse de €l los demds.
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Demostracién Se supondra que existe el lapiz (XA, XB, XC,XD) y

se razonara sobre las disposiciones posibles de puntos.

x

[
Figura 1.2.4.a

Polar de A

Figura Il.2.4.c

Un primer caso sera que A, B, C'y D sea colineales, lo cual obliga a que
Q degenere ([ema IT.2.1)) en dos rectas secantes r y s con A,B,C,D € ry
X € s —r. La tesis de Steiner se obtiene entonces del Eeorema T.2.1.

Si tres de ellos, por ejemplo A, B y C, se disponen sobre una recta que
no pasa por el cuarto, de nuevo Q se expresa como r U s , para dos rectas

distintas r y s, aunque ahoracon A, B,C € r—sy D, X € s—r. Sea D' = rNs

(Egura TI.2.5.1). Como

(XA XB XC XD)=(XAXB XC XD'"),

sustituyendo D por D’ se reduciria esta circunstancia al caso anterior. Una

reduccion semejante puede llevarse a cabo si XD = XB o XD = X(C.

Supoéngase entonces que no hay tres puntos alineados de entre A, B, C

y D y las rectas XA, XB, XC y XD son distintas. La cénica no denegera
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(feorema I1.2.4). Toémese otro punto Y # X sobre Q para el que exista el
lapiz (YA, Y B,YC,Y D). La aplicacién o : X* — Y* definida en la parte ii)

del feorema I1.2.7.11)] es una proyectividad, luego

(XAXB XC XD) = (¢(XA)o(XB)o(XC)o(XD)) = (YAYB YC YD).

La igualdad de arriba deja bien patente que la razoén doble del 1apiz conside-
rado no depende de la eleccién de X. En esta misma cénica no degenerada,

tomando Y = A se prueba que

(XAXB XC XD) = (A+ AB AC AD).

Y de igual forma se procederia con el resto de las razones dobles que involucran
a una polar. Se deja como ejercicio al lector examinar esta circunstancia en

los casos degenerados.

Varias consecuencias se obtienen del feorema de Steinel. La primera, la

introduccién del concepto de razén doble para cuatro puntos de una cénica
Q. En concreto, si A, B, C' y D son cuatro puntos no alineados de Q, con A,
By C distintos entre si y D # A, se define la razén doble (ABCD) como la
de cualquiera de los lapices (XA XB XC XD) para X € Q8 y en caso de

que A, B, C'y D fuesen colineales, su razén doble como puntos de la cénica

sera la misma que la que tienen como puntos sobre una recta.

También interesa comentar que el feorema de Steinel confirma el con-

cepto intuitivo de tangencia. Porque no es infrecuente que los textos de
matematica elemental, o incluso los mas clasicos de calculo infinitesimal, se
refieran a la recta tangente a una curva como la “secante en dos puntos
proximos”. Alli se habla a veces de la tangente en un punto D como el limite
de la secante X D, cuando X tiende a D. Y aunque en un plano proyectivo

genérico no tiene por qué haber ninguna topologia en la que basar los limites

8 Como sucediera en la prueba del teorema I1.2.7.ii), puede que en cuerpos muy Pequenos no
haya opcién para elegir un quinto punto Xe€Q. En tal situacién habria que recurrir a alguna
recta polar para la definicion de la razon doble de cuatro puntos sobre la conica.

I1.2-27



Apuntes de geometria afin y proyectiva

propios de las funciones reales, la idea que sugiere la expresion

(XAXBXCXD)=(DADB DC D)

13

es precisamente esa, que cuando X “se acerca’ a D, la secante XD “se
aproxima” a la tangente D,

A continuacion se expondra otra de las consecuencias del teorema de Stei-
ner, la cual constituye uno de los mas importantes resultados de la geometria
plana.

Teorema 11.2.9 (Teorema de Pascal) Si A, B, C, P, Q y R son seis
puntos sobre una cénica Q para los que existen las intersecciones X = AQ N

BP,Y = ARNCP y Z =BRNCQ, entonces X, Y y Z estan alineados.

Antes de exponer la demostracién, obsérvese que el teorema de Pascal

contiene a uno de los resultados histéricos de la geometria, nada menos que el

teorema de Pappus (feorema 1.5.7), como caso particular. Para convencerse

de ello basta considerar el caso en que la conica Q degenere en dos rectas

distintas, una conteniendo a A, B y C, y la otra pasando por P, Q y R.
B

Figura I.2.6

Demostraciéon El teorema de Steiner permite que funcione aqui la
misma idea que se utilizé con éxito para probar el teorema de Pappus. Pero
antes se eliminaran algunas situaciones particularmente sencillas. Por ejem-

plo, para X =Y es evidente que la tesis se satisface. Supéngase pues X # Y.
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Si XY = BR, entonces Z € XY. De ser BR = CP, ambas rectas han de
coincidir con » = BP, lo que obliga a que X,Y,Z € r. Y a igual conclusién
se llegarfa si BP = AR. En el caso restante se permite la construccién de los
puntos Z' = XY NBR, S =CPNBRyT = BPn AR (sigase la demos-
tracién a través de la figura figura I1.2.6). El teorema se desprende ahora de

la siguiente cadena de igualdades

(BSRZ)= (CBCP CRCQ) =

(AB AP AR AQ) = (BPTX) = (BSRZ'),

la cual implica Z = Z’. Se ha hecho uso de los teoremas [I.2.8, [[4.3 , y del
hecho de que la perspectividad de centro Y de BP sobre BR conserva razones
dobles.

Una técnica semejante a la utilizada demuestra el reciproco del teorema
de Pascal.

Teorema I1.2.10 Sean P, ), R, B y C cinco puntos distintos sobre
una conica no degenerada Q y r una recta arbitraria que pasa por el punto
Z = CQ N BR. Entonces A = RY N QX, pertenece a la cénica, donde
Y=CPnryX=DBPnr.

Figura I1.2.7

Demostracién Antes que nada, el lector deberia de convencerse de que

los elementos mencionados existen. Y es que la no degeneracién de la cénica
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implica que no puede contener tres puntos alineados, De ahi se deduce la
existencia de los puntos X, Y y Z. Complete el lector los detalles. Idéntica
razén autoriza a construir los puntos auxiliares 7 = QXNCPy S = RYNCQ
(g 7). Sean sy t las rectas definidas mediante

o — PA’  si RY essecantea Qen Ry A/,
PR si RY = R*,

TLL:{RA' si s = PA/,
R* sis=PR.

De nuevo el feorema de Steinel] permite escribir la cadena de igualdades

(PBPC PO s)— (RERC RQ 1) —

(ZCQS) = (XTQA) = (PB PC PQ PA),

la cual asegura que s = PA. Ahora hay que distinguir dos casos. Si RY
interseca a Q en el punto A’ # R, entonces A’ = A pues A = PANRY y
A" € PA" = PA. En la otra circunstancia es s = PR. Aqui R = PRN R+ =
PANRY = A. En ambas situaciones A € Q y el teorema esté probado.
Esta seccién finalizara dando una vision de conjunto de los resultados

obtenidos. Es légico interpretar los teoremas [1.2.7 y [LZ.IJ como la con-

trapartida sintética al feorema I1.2.4, en el sentido de que aquellos ofrecen

procedimientos geométricos para el trazado de una cénica de la que se cono-
cen cinco puntos. Por otra parte, aqui se ha derivado el teorema de Pascal

(I.2.9) del de Steiner ([I.2.§), y este, a su vez del feorema I1.2.7. En realidad

se trata de enunciados equivalentes pues cada uno de ellos implica los otros

dos. Y habida cuenta del comentario precedente, en este lote de equivalen-

cias puede también incluirse al feorema I1.2.4. Sobre este particular trataran

varios de los ejercicios del capitulo y algunas de las practicas del cuaderno.

Otra tanda de importantes aplicaciones se aplazan hasta el Eapitulo I3

84 Clasificacion proyectiva de las cuadricas
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Definicion I1.2.3 De dos cuadricas en sendos espacios proyectivos de
dimensién n sobre el mismo cuerpo se dira que son proyectivamente equiva-
lentes si existe alguna proyectividad que trasforme una en la otra.

Clasificar cuadricas consiste en dar la lista completa, salvo equivalencias,
de las que pueda haber en un espacio proyectivo concreto. Este problema,
en general, no es sencillo pues en los tipos no degenerados depende bastante
de la aritmética del cuerpo base. Estas notas se limitaran a exponer, en
dimensiones pequenas, algin caso accesible sobre un cuerpo finito y enunciar

un teorema que englobard dos ejemplos notables, el real y el complejo.

En la demostracion del feorema IT.2.1] se vio cémo una proyectividad o =

P(f) entre espacios proyectivos de dimensiéon mayor que 1 transformaba una
cuddrica Q(q) en la cuddrica Q(¢') con ¢’ = qgo f~1. No es dificil comprobar
que ¢ y ¢’ han de poseer el mismo rango. De ahi que lo natural de sospechar
en la igualdad de rangos como una condicién necesaria para la equivalencia
proyectiva de cuadricas.

En efecto. Sea o : P — P’ una proyectividad que transforma la cuddrica
Q(q) en la cuddrica Q(¢'). Supdéngase que r es una recta de P tangente a
Q(q). Entonces, una de dos, o r toca a la cuddrica en un tdnico punto, o

r C Q. De ahi que o(r) N Q(¢') se reduzca a un punto o o(r) C 9(q¢’'). En

definitiva, o conserva la tangencia de rectas. Del feorema I1.2.3 se desprende

que la imagen del vértice de la primera cuadrica constituye el vértice de la
segunda, luego los rangos de ¢ y ¢’ han de coincidir.

Otro invariante que habra que contemplar para saber si dos cuadricas
son o no proyectivamente equivalentes sera el indice de Witt, ya que éste
representa la dimensién de los subespacios totalmente isotrépicos maximales
de un suplemento del radical y, por tanto, de los subespacios contenidos en
una directriz de la cuéddrica.

Teorema I1.2.11 Son condiciones necesarias para la equivalencia pro-
yectiva de dos cuddricas Q(q) y Q(q’), situadas en sendos espacios P(V') y

P(V'") de la misma dimensién sobre K, que coincidan los rangos e indices

I1.2-31



Apuntes de geometria afin y proyectiva

de Witt de las formas cuadraticas q y ¢'. Tales condiciones son también
suficientes en cada una de las siguientes circunstancias:

i) el cuerpo K es algebraicamente cerrado,

ii) K es un cuerpo ordenado en el que cada elemento positivo admite
una raiz cuadrada.

Demostracion La necesidad ya se ha probado. En el caso algebraica-
mente cerrado, el indice de Witt alcanza el maximo valor posible (recuérdese
el comentario del final de la seccién EILT.J. De ahi que la igualdad de dimen-
siones y rangos fuerce a las descomposiciones en sumas ortogonales directas
V =RadV @ (@;P)eW yV =RadV' @ (@} P/)® W, con los P,
los P/ planos hiperbdlicos, mientras que los subespacios no isotrépicos W y
W’ tienen ambos dimensién 1 o se anulan a la vez. Témense sendas bases
{eg,...,e,} del radical de V' y {e],...,e.} del radical de V'. Para cada P; y
roo

vi}. Por ultimo,

cada P/ elijanse respectivos pares hiperbélicos {u;, v; } y {u},v;

si W #0, sean u € Wy v € W’ vectores no nulos con g(u) =1y q(u') =1,
cuya existencia queda asegurada por la no isotropia y el caracter algebrai-
camente cerrado de K. No representa ahora gran dificultad probar que el
isomorfismo lineal f : V' — V' que actia sobre la base de V en la forma
flei) = e, f(u;) = ul, f(v;) = v}y, eventualmente, f(u) = u’, induce una
proyectividad que transforma la cuddrica Q(q) en la cuadrica Q(q’).

En la circunstancia restante (K es un cuerpo ordenado y tal que cada
elemento positivo posee raiz cuadrada), tanto V' como V' admiten descompo-
siciones de Silvester y, por consiguiente, sendas bases ortogonales en las que

las formas cuadréticas ¢ y ¢’ se expresan por matrices diagonales
diag(1,...,1,-1,...,—1,0,...,0)

con idéntico nimero de ceros y la misma cantidad de parejas (1, —1) (repédsese
de nuevo el final de la seccién EIT.2.3). Procediendo por analogia con el caso
algebraicamente cerrado, el lector deberia estar capacitado para construir una

proyectividad que traslade la primera cuadrica a la segunda.
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El teorema anterior cierra, en particular, la clasificaciéon proyectiva de
cuadricas en espacios sobre cuerpos tan importantes como los reales y los
complejos. Sin embargo, para el cuerpo de los racionales, el cual no se con-
templa en ninguna de las eventualidades i) y ii) del enunciado, ya se presentan
problemas diofdnticos de solucién no trivial *.

Como se prometié al comienzo de esta seccién, antes de proceder a descri-
bir las cénicas y cuadricas tridimensionales reales o complejas, se examinara
un ejemplo accesible sobre un cuerpo pequeno. Se dard la lista, salvo equi-
valencias proyectivas, de todas las cénicas del plano Py(Z3). La ecuacién

reducida de una de tales conicas tomara la forma
2 2 2
apxy + oz + agxy = 0.

1) Conicas no degeneradas

Ninguno de los coeficientes se anula por lo que, salvo multiplos escalares
no nulos y permutaciones de coordenadas, sélo hay dos posibles ecua-
ciones reducidas, 3 + 27 + 23 = 0y 223 + 27 + 23 = 0. La primera
cénica se compone de los puntos (1,1,1), (2,1,1), (1,2,1) y (1,1,2) que
constituyen un simplex. Una comprobacién de rutina desemboca en que

la otra cénica también esta constituida por cuatro puntos sin tres de ellos

alineados. Asi pues, en virtud del teorema fundamental y del feorema

[TII27], hay tantas cénicas no degeneradas como cuadrivértices y todas
ellas son proyectivamente equivalentes.
2) Coénicas definidas por formas cuadraticas de rango 2
Uno de los coeficientes se anula. Entonces, salvo permutaciones de coor-
denadas y multiplos escalares no nulos, se presentan dos ecuaciones re-
ducidas: 2% + 2% = 0y 223 + 2% = 0. En ambos casos el vértice se
reduce al punto (0,0, 1) y la directriz se interpreta como una cuadrica no
degenerada en la recta engendrada por (1,0,0) y (0,1,0). Se examinara

por separado cada subcaso.

9 El lector interesado puede consultar el pdrrafo 24 de [Santald)].

I1.2-33



Apuntes de geometria afin y proyectiva

a) La cénica tiene por ecuacién z2 + 23 = 0. Como (x1/7)? = 2 no
posee soluciones sobre Zs, la directriz no contiene puntos y la cénica se
limita al vértice.

b) La cénica tiene por ecuaciéon 223 + 27 = 0. Ahora (z1/x¢)% = 1 tiene

dos soluciones, 1 y 2, y la directriz consta de dos puntos. El feorema
T2 describe a la cénica como la unién conjuntista de dos generatrices

y, por consiguiente, contiene 7 puntos distribuidos en dos rectas. Este

hecho impide la equivalencia proyectiva con la cénica anterior. Notese

ademas que ahora el indice de Witt es 1, mientras que antes se anulaba.

3) Coénicas definidas por formas cuadraticas de rango 1

Es suficiente con estudiar la cénica 23 = 0, la cual no es sino la recta

ro = 0 que pasa por 4 puntos.

4) Conicas de rango 0

La cénica llena el espacio y posee 13 puntos.

Obsérvese que, en una situacion tan simple como la examinada, no pre-
senta dificultades clasificar una cénica en el plano proyectivo sobre Zs: salvo
equivalencias proyectivas, una conica es, bien un simplex, bien un punto, bien
una pareja de rectas secantes, bien un par de rectas superpuestas, o bien todo
el plano.

Se pasara ahora a dar la lista de conicas reales, expresando en cada caso
la ecuacién reducida de Q(q) y cémo diagonaliza la matriz A de la forma
cuadratica q.

1) Rango 3. Cénicas no degeneradas

1.1) Indice 0. Q(q) = 22 + 23 + 22 = 0. A = +diag(1,1,1)

De anularse el indice de Witt se deduce que la cénica no tiene puntos y

se dice de ella que es una elipse imaginaria.

1.2) Indice 1. Q(q) = —a2 + 22 + 22 = 0. A = +diag(—1,1,1)

Ahora hay vectores isétropos y la cénica tiene puntos. A este tipo se le
denomina elipse real.

2) Rango 2. El vértice consiste en un dnico punto
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2.1) Indice 0. Q(q) = 22 + 22 = 0. A = +diag(0,1,1)

La directriz no tiene puntos y la coénica se reduce al vértice. En tal
situacion, suele decirse de la conica que se trata de una pareja de rectas
imaginarias que se cortan en un punto real. La razéon de este galimatias
se entiende cuando se contempla el plano proyectivo real contenido en
el complejo, donde 2% + 27 = 0 describe al par de rectas de ecuaciones
Ty =1T1y Tg = —iT7.

2.2) Indice 1. Q(q) = 22 — 22 = 0. A = diag(0,1, —1)

La directriz es ahora una cuadrica no degenerada y no vacia sobre una
recta y la cénica constard de las dos generatrices que pasan por el vértice
y se apoyan en los dos puntos de la directriz. Se observan las ecuaciones
de la pareja de rectas que componen la coénica, a saber, o = 11 y 12 =
—x7.

3) Rango 1. EI vértice es toda una recta. Q(q) = 23 = 0. A =
+ diag(0,0,1)

La dimension 1 de cualquier suplemento del radical fuerza a que el indice
se anule, puesto que en una recta vectorial, por cuestiéon de dimensiones,
“no caben” planos hiperbdlicos. La directriz no contiene puntos y la
conica coincide con el vértice. En tales circunstancias se dice de la conica
que es una recta doble.

4) Rango 0. Q(¢q) =0=0. A=0.
De nuevo el indice se anula. La cénica llena el plano.

La anterior clasificacion sirve también para cénicas en el plano complejo

sin mas que limitar la lectura a los subcasos de mayor indice de Witt posible.

Para confeccionar la relacion de cuddricas tridimensionales reales se in-

troduce el término reglada para referirse a las cuadricas no degeneradas en

las cuales, por cada punto, pasan rectas contenidas en la cuadrica. Cuando

el vértice se reduzca a un punto se hablara de conos.

He aqui, salvo equivalencias proyectivas, todas las cuddricas de P3(R):

1) Rango 4. Cuddricas no degeneradas
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1.1) Indice 0. Q(¢) = 22 + 22 + 22 + 22 = 0. A = +diag(1,1,1,1)

La cuédrica no tiene puntos. Se trata de un elipsoide imaginario.

1.2) Indice 1. Q(¢) = —22 + 22 + 22 + 22 = 0. A = +diag(1,1,1,1)
Ahora si que hay puntos, pero los subespacios vectoriales totalmente
isotrépicos maximales tienen dimensién 1, por lo que no puede haber
rectas contenidas en esta cuddrica denominada elipsoide real no reglado.
1.3) Indice 2. Q(q) = —22 + 23 — 23 + 22 = 0. A = £ diag(—1,1,—1,1)
Que el indice sea 2 indica la existencia de subespacios totalmente iso-
tropicos maximales bidimensionales, o sea, rectas proyectivas contenidas
en la cuddrica. Cada punto P de la cuadrica estd engendrado por un vec-
tor isétropo u, que puede completarse a una pareja de pares hiperbdlicos
(u,v) y (u,v") que generan sendos planos hiperbdlicos ortogonales entre
si. Tanto las rectas proyectivas P(< u,u’ >) como P(< u,v' >) se com-
ponen de puntos de 9(q). Resumiendo, por cada punto de la cuadrica
pasan dos rectas totalmente contenidas en ella, y se encuentra uno frente
a un elipsoide real reglado.

2) Rango 3. El vértice es un punto
En todos los subcasos se tratara de conos cuya directriz es alguna de las
conicas no degeneradas clasificadas con anterioridad.

2.1) Indice 0. Q(q) = 22 + 22 4+ 22 = 0. A = +diag(0,1,1,1)

La directriz es una elipse imaginaria y la cuddrica se limita al vértice.
Se hablard entonces de un cono imaginario con vértice real.
2.2) Indice 1. Q(q) = —22 + 22 + 22 = 0. A = +£diag(0,—1,1,1)

La cudadrica consiste en el haz de rectas que pasan por el vértice y
atraviesan una elipse real, es decir, un cono real.
3) Rango 2. El vértice es una recta
3.1) Indice 0. Q(q) = 23 + 23 = 0. A = +diag(0,0,1,1)

La directriz no tiene puntos y la cuadrica se reduce al vértice. Se deno-
minard par de planos imaginarios que se cortan en una recta real.

3.2) Indice 1. Q(q) = 22 — 22 = 0. A = +diag(0,0,1, —1)
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Ahora la directriz consiste en una cuddrica no degenerada y no vacia
sobre una recta luego consta de 2 puntos. De ahi que la cuddrica se
componga de dos planos secantes en una recta (el vértice).

4) Rango 1. El vértice ocupa todo un plano. Q(q) = 23 = 0. A =

diag(0,0,0,1)

El indice se ha de anular y la cuadrica se reduce a un plano doble.

5) Rango 0. Q(¢) =0=0. A=0

Se trata de la cuadrica que llena el espacio.

De nuevo la clasificacion de las cuddricas de P3(C) resulta de la anterior
restringida a los subcasos de indice méaximo.

Y se acabard esta seccién con un ejemplo practico. Supdngase que se

pide clasificar cada una de las conicas reales de la familia
)\x% + )\m% + x% — 2x9x1 — 220%2 + 2 2120 = 0,

la cual consta de una cénica por cada real A\. Se comenzara por escribir la

matriz
A -1 -1
A=1 -1 )\ A
-1 A 1

de la forma cuadratica ¢. El determinante de A vale —(\ — 1)(A\? — 1), por
lo que, para A ¢ {—1,1}, se dispone de cénicas no degeneradas. Serdn exa-
minados en primer lugar estos casos, dejando para mas adelante las particu-
larizaciones A = 1 y A = —1. Se determinara el indice de Witt encontrando
una base ortogonal de R3. Usando, por ejemplo, el primero de los métodos
expuestos en la seccion RILZ.]], elijase un vector no isétropo. A simple vista
se observa que uy = (0,0, 1) satisface g(up) = 1. El complemento ortogonal

del subespacio engendrado por ug tiene por ecuacion
—x0 + Ax1 + 29 = 0.

El vector u; = (1,0, 1) satisface la relacién anterior y no es isétropo ya que

q(up) = XA — 1, cuando se ha supuesto A\ # 1. Falta por dar con un vector
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ortogonal a ug y u;. A tal efecto se calcula el complemento ortogonal a w1,
que viene determinado por la ecuacién zg+x; = 0. El sistema ofrece el tercer
vector ug = (1, —1,1+ \) con q(uz) = 1 — A2

Ya se esta en disposicién de emitir un veredicto. Para A < —1, la matriz

A es congruente con diag(1, —1,—1) al tomar

1 1
Uy, U
VI—x UV o1

2}

{UO,

como base. Para A € (—1,1) se tendria A = diag(1,—1,1) en la base

1 1
U, U
VI TVIoae

2}

{UO,

mientras que A = diag(1,1,—1) para A > 1 en la base

1 1
u U
-1 VN1

2}

{U'O)

En cualquier circunstancia se obtienen elipses reales pues el indice siempre
vale 1.

Sea ahora A = 1. Entonces A tiene rango 1 y la cénica consta de una
recta doble, a saber, el vértice, cuya ecuacion viene dada por xp — x1 — x2 =
0. Escéjanse dos vectores independientes ug = (1,0,1) y uy = (1,1,0) del
radical y prolénguese hasta una base de R? con us = (0,0, 1). En tal base, A
diagonaliza a diag(0,0, 1) y la ecuacién de la cénica se reduce a 23 = 0.

Por dltimo, para A = —1, la matriz A tiene rango 2 luego el vértice se

reduce a un punto P =< ug >, que se obtiene por medio de la resolucién del

sistema
xo + ® + a2 = 0
xo + x + wm2 = 0,
—Tyg — X1 + Xy = 0

de donde uy = (1, —1,0). En el suplemento del radical
W =< (0,1,0),(0,0,1) >,

puede tomarse el vector no isétropo u; = (0,0,1) con ¢(u;) = 1. Un vec-

tor de W ortogonal a uy es us = (0,1,1) y q(us) = —4. Asi, en la base
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{ug, u1, —%ug}, se tiene A = diag(0, —1,1) y la cénica consiste en el par de
rectas secantes x% - sc% =0.

El procedimiento seguido disfruta de la ventaja de que es trasladable
a otros cuerpos. Sin embargo, en el caso real, existen herramientas que fa-
cilitan el trabajo, sobre todo, en dimensiones superiores. Como consecuen-
cia del teorema espectral, se sigue que la matriz A diagonaliza en la forma
diag(Ao, A1,...,An), donde los A; son las raices del polinomio caracteristico
A(z) = det(z] — A). Ademsds, la congruencia se produce en una base orto-
gonal integrada por vectores propios de la matriz. Asi, bastaria con resolver
la ecuacion A(z) = 0 para conocer el signo de las soluciones, las cuales de-
terminan el indice de Witt. En el problema anterior, haciendo uso de esta
maquinaria para, por ejemplo, A = —1, se tiene A(x) = 2% + 22 — 42 con
raices caracteristicas A\g = 0, A\ = %ﬁ V Ay = %ﬁ La base en la cual
A diagonaliza se compone de vectores ug, u1 y us que se calculan resolviendo
las ecuaciones vectoriales u;(A\;] — A) = 0. En este caso se ha contado con
la suerte de que los subespacios propios tienen dimensién 1. De lo contrario,
es decir, si para cierta raiz caracteristica A ocurre que dimVy > 1 con V)
constituido por los vectores u tales que u(A — A) = 0, se deberia encontrar

una base ortogonal en el subespacio propio V).
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