A. Castellén

§II1.1 Aplicaciones a la perspectiva cénica

De entre los distintos modos de representacion de cuerpos espaciales en
un plano, el sistema cénico de perspectiva es el que responde a un mayor
verismo al basarse en los mismos principios de la visién humana, la fotografia
o la pintura realista. En esencia, la idea se genera en el hecho de que si
se contempla una escena desde un punto fijo V' , todos los rayos de luz que
alcanzan a V' no son sino lineas rectas convergiendo en V' . Escogiendo un
plano 7 que no contenga a V', cada una de aquellas rectas cortara a 7 segiin un
punto. El conjunto de estos puntos constituye una proyeccién de los objetos
observados que el cerebro interpretara con tanta facilidad como el modelo
original. Y ello es facil de entender pues si se prescinde ahora del paisaje para
mirar su proyeccion sobre 7 y se sitiia el ojo en igual posicién relativa respecto
al plano, habran de confluir en la retina las mismas rectas que las primitivas
y procendentes de idénticas direcciones. En el caso de una instantanea, el

objetivo de la camara juega el papel del centro de la perspectiva V' , mientras
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que la pelicula o el panel de células fotosensibles definen al plano 7 . En el
arte pictérico, son la pupila del dibujante y el lienzo los que determinan el

punto V' y el plano 7 .
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Tales mecanismos ya eran conocidos por los pintores del renacimiento,
quienes llegaron a concebir una nutrida gama de ingeniosas maquinas que
reproducian el fenémeno de la proyeccion. El lector interesado en el particular
puede consultar los grabados de Alberto Durero en la exposicion virtual sobre
geometria proyectiva hacia la que hay un enlace en esta misma plataforma
(material complementario).

El grabado! de la pagina anterior es una de las ilustraciones de Under-
weysung der Messung, Albrecht Diirer, Niirnberg, 1525. Muestra a un pintor
y su ayudante dibujando un laid en escorzo. Uno de los dos hombres senala
con el puntero un punto del laid. Al extremo del puntero hay fijada una
cuerda que se mantiene en tensién gracias al peso que tira de ella a través
de una polea anclada a la pared. El cordel simula los rayos luminosos que
proceden del latid. El otro hombre se encarga de marcar las intersecciones de
esos rayos con el plano determinado por un bastidor vertical. En este caso el

punto de vista V' estd ubicado en la polea, y el plano 7 es el del bastidor.

Sin embargo, el salto del nivel empirico al de la construccién de una base
tedrica rigurosa fue dado por el matematico marsellés Girad Desargues (1591-
1661). Desargues comenzo6 advirtiendo que rectas paralelas del mundo real
tal vez pierdan el paralelismo en el proceso de su representacion. Imaginese,
por ejemplo, que desde un puente sobre la via férrea se divisa la trayectoria
rectilinea de las vias. Los rieles, en principio paralelos, parecen converger
en un punto de la lejania clavado al horizonte. Y lo mismo sucede con las
cornisas y zbcalos de los edificios o los dinteles y umbrales de las puertas. A
estos puntos de interseccién no se accede en el mundo real, pero si que tienen
su correspondiente proyeccion sobre el plano de un cuadro. De ahi que, para
que la correspondencia fuese total, Desargues maquiné el artificio de anadirlos
por las bravas, lo que dio lugar precisamente al nacimiento de la geometria

proyectiva segin bien conoce el lector. La segunda idea clave de Desargues

L g fichero es de dominio piblico y ha sido bajado de Wikipedia: hitp://fr.wikipedia.org/wi-
ki/Fichier: Duerer-Underweysung-der-Messung-181.jpg.
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relacionada con la perspectiva fue la introduccion del concepto de homologia.

Para lo que resta, se recomienda al lector que escriba sendas macros para
CABRI Géometre que tracen la imagen de un punto por una homologia (de
centro en el afin) o de una dilatacién. Para las primeras, los objetos iniciales
debieran ser el centro, el eje, un par de puntos homologos y el punto del que se
quiere hallar su transformado, mientras que en las dilataciones no se incluiria
al centro como objeto inicial. A continuaciéon se expondran los conceptos
basicos utilizados en perspectiva conica.

Los elementos imprescindibles para el sistema cénico de perspectiva son:

i) un punto fijo V', que serd el punto de vista del observador,
ii) un plano que no pasa por V denominado plano del cuadro o plano de

proyeccion, habitualmente colocado en vertical, y
iii) un plano utilizado para referencias métricas llamado geometral, y que se

acostumbra a colocar horizontal.

No obstante, son posibles otras disposiciones en cuanto a la inclinacién
de estos planos. Al plano que pasa por V y es paralelo al geometral se le
conoce como plano del horizonte, el cual corta al plano del cuadro en la linea
del horizonte. A la interseccién del plano geometral con el plano del cuadro
se le denomina Iinea de tierra. Se supondra que los objetos situados sobre el
plano geometral estan representados a una escala fija, que es con la que se
desea llevar a cabo su proyeccién sobre el plano del cuadro.

La idea basica de la representacion en perspectiva ya fue anticipada
parrafos arriba, pero ahora se tratara con rigor cientifico. Un punto M del
plano geometral es visto desde V segtin la direccién de la recta MV | la cual
cortard al plano del cuadro en su proyeccion M’ . Se trata de encontrar un
método para el trazado de M’ . La técnica més apropiada para ello pasa por
abatir el plano geometral sobre el plano del cuadro mediante un giro alrededor
de la linea de tierra. De esa forma se trabaja solo con un tnico plano en vez
de con dos. Este abatimiento llevaria el punto M al punto que en la figura se

ha denotado por (M) . ;Qué punto deberia realizar las funciones de V' tras
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Horizonte

Plano del
cuadro

Plano
geometral

este abatimiento? En primer lugar, habria que proyectar perpendicularmente
el punto V sobre el plano geometral hasta un punto V' . La distancia d entre
V' y V' es la misma que la que media entre la linea del horizonte y la de tierra.
Al abatir el plano geometral, V'’ aterriza en un punto (V') . Sin embargo,
deberia compensarse el desplazamiento inicial d de V hasta V' , por lo que
habra que considerar el punto C' que se encuentra en la perpendicular a tierra

por (V') | y a una distancia d de este.

Ahora son varias las circunstancias dignas de mencién. Es evidente que
rectas del plano geometral seran vistas desde V' también como lineas rectas
y tienen, por consiguiente, una proyeccion rectilinea en el plano del cuadro.
De ahi que la biyeccién (M) — M’ no sea otra cosa que una colineacién. Los
puntos situados sobre la linea de tierra no se mueven tras el abatimiento y se
proyectan sobre si mismos, luego la linea de tierra estd compuesta por puntos
dobles. Ademas, el punto (M) se observara desde C' en el lugar M’ . Dicho
de otra forma, la recta m es doble. Basta recapacitar un instante para

justificar estas aseveraciones y concluir con que la proyectividad de la que se

esta hablando es una homologia de centro C' y eje la linea de tierra. Segin se

III.1-5



Aplicaciones a la perspectiva conica

vio en la Beccion gl.4, anterior, bastara conocer un par de puntos homélogos
para tener resuelto el problema del trazado de la imagen de cualquier otro

punto por la homologia.

Plano del Horizonte

cuadro T M)

Plano
geometral

Figura 1.6.3

Para ello, concibase una recta r = MN del plano geometral que corta
a tierra en A . (Sigase el razonamiento segin la figura 1.6.3.) FEsta recta
se abate sobre el cuadro segin la recta W que sigue pasando por A .
Visto M desde V , se localiza hacia la proyeccién M’ . Supdngase ahora que
M se desplaza sobre la recta alejandose cada vez més de tierra. Cuando M
alcance el infinito, el observador lo contemplara proyectado en un punto L del
horizonte, denominado punto de fuga de r , que no es mas que la interseccién
de la linea del horizonte con el plano determinado por » y V' . Adviértase que
las rectas VL y M N son paralelas. Siguiendo el esquema de abatimientos y
proyecciones descrito més arriba, la recta V'L se proyecta perpendicularmente
sobre el plano geometral en la recta L'V’ | y se abate sobre el plano del cuadro
segin L'(V') .

Por tltimo, hay que compensar el desplazamiento d entre V' y V' para

transformar L/(V’) en la recta LC . Todas estas manipulaciones no consiguen
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deshacer el paralelismo original y LC' permanece paralela a W . Esto
permite el trazado del punto de fuga L . En concreto, si A es la interseccién
de W con tierra, entonces el punto de fuga L de r se obtiene como la
interseccién con la linea del horizonte de la paralela a (M)(N) por C . Y

una vez hallado el punto de fuga, puede calcularse el homdélogo M’ de (M)

Supoéngase que se dispone

./( del dibujo de la planta de un
cuadrado cuadriculado (figura_____]
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logia C' se ubique en la semirrecta por V perpendicular a tierra, y a una
distancia d de V. Si M y N son dos de los vértices del cuadrado, la recta
MN cortaré a tierra en un cierto A . El punto de fuga L de M N se obtiene
como interseccién con el horizonte de la paralela a M N por C' , mientras que
M ha de proyectarse entonces en M’ = AL NCM . Conocidos pues el centro
C' , el eje r y un par de puntos homoélogos M y M’ de la homologia, es facil
abordar la proyecciéon del resto de puntos de la cuadricula mediante el uso
de la macro CABRI correspondiente. Aunque no se ha precisado de él, en
la figura se ha senalado también el punto de fuga K de lado del cuadrado
perpendicular a M N 2

Resuelto el problema para los objetos del plano geometral, a continuacién

2 A los delineantes se les alecciona para manejar distintos puntos de fuga, uno por cada haz de
rectas paralelas del modelo. Sin embargo, el razonamiento matemdtico mostrado aqui, basado
en homologias, muestra que esto solo es preciso realizarlo una primera y unica vez, a fin de
determinar la imagen de algun punto por esa homologia.
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Figura 1.6.5

se abordard cémo proyectar puntos que estan fuera de aquel. Supéngase que
son dadas la planta, el alzado y el perfil de un edificio tal cual se esquematiza
en la figura T.6.9, y se quiere dibujarlo en perspectiva. Como se verd mas
adelante, en realidad el perfil es innecesario y solo se incluye aqui por facilitar
la visualizacién completa del objeto a representar. Una buena idea para
colocar la planta con exactitud en el espacio de trabajo de CABRI pasa por
Mostrar los ejes y definir una Rejilla (las dos herramientas se encuentran en
el icono 11). Tras haber usado ambas, se crea en el tablero una cuadricula
que sirve de plantilla para situar cada uno de los puntos y segmentos que
determinan la planta y el alzado. Tal vez también sea preciso recurrir a
Punto medio (icono 5).

Para que la simulaciéon sea lo mas general posible, trasladese el rectangulo
de la planta segin un vector de extremo S (en la se ha coloreado
en violeta y trazo discontinuo) y girese alrededor de S un angulo que depende
de la posicién variable de un punto R sobre una circunferencia. Todo ello se
resuelve con las herramientas Traslacion (icono 6), Circulo (icono 4), Punto

sobre objeto (icono 2), Marcar un angulo (icono 10), Medida de dngulo (icono
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4 -.|  Linea del
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9) y Rotacién (icono 6). El resultado de este movimiento euclideo 3 se ve
en morado y con trazo continuo. Utilicense ahora los métodos expuestos
para hallar los transformados de todos los puntos importantes de la planta.
(Redactar una macro para ello seria muy buena idea.) En aras de la claridad,
en la figura solo se han dejado visibles los extremos del rectangulo unidos
por segmentos en negro. Pinchando en el punto R y deslizdndolo por la
circunferencia a la que estd ligado, la proyeccién conica de la planta del edificio

girard del mismo modo.

.Dénde ira a parar la esquina N de la cornisa que se sitia en la vertical
N’ de la planta? Desde luego que en la recta perpendicular al horizonte por
N’ | pero, jen qué punto concreto de esta recta? Para resolver la cuestién,

sobre una recta del alzado indiquense las alturas A , B , C' , ..., I de los

puntos a representar (figura 1.6.7).

En la siguiente entrega se definird lo que es un movimiento euclideo. Por el momento, baste
saber que se trata de una transformacion geométrica del plano.
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Figura 1.6.7

Sea A’ la interseccién con tierra del lado transformado M’/N' de la planta.
Se convino en que la escala del plano geometral era aquella con la que se
dibujarian los cuerpos, luego si el segmento de extremos A y, por ejemplo E ,
se traslada a otro perpendicular a tierra con extremo en A’ , su abatimiento
sobre el plano del cuadro deberia conservar la misma longitud h = d(A, E)
que la original. Llévese entonces E a E’ mediante la traslacién de vector
A’ — A . La cornisa en la vertical de A’ pasa por E’ y es paralela (en la
realidad, no en la perspectiva) a la linea M N del suelo, luego N7 , E' y
el punto de fuga L han de estar alineados por ser L la representacion del
punto del infinito de M N . De ahf que N” pueda hallarse como corte de LE’
con la perpendicular a tierra por N’ . Asi se trazarian todos los puntos que
estan a la misma altura que F . La cuestién esta solventada. Sin embargo,
CABRI permite la construccién de un método mas sistematico y sencillo que

no requiere del auxilio de puntos de fuga.

Recuérdese que se denotd por h la altura a la que se encuentra el punto
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E del plano geometral, es decir, h = d(A, E') . Concibase la transformacién
0 que lleva cada punto de la perspectiva al que resultaria de proyectar su
vertical a altura h . Se sabe que §(A") = E' y 6(N') = N” . Es evidente que
todos los puntos del horizonte seran dobles, puesto que se ven desde V' en
su sitio original, y que las rectas perpendiculares al horizonte también seran
dobles, al obtenerse como interseccion con el cuadro del plano determinado
por ellas y el punto V' . Se esta pues ante una dilatacion de eje la linea del
horizonte de la que se conoce el par de puntos homdlogos A’ y E’ . Usando la
macro CABRI correspondiente a las dilataciones, cuya construccion se sugirié
parrafos atras, se escribiria ahora otra macro que admita entre sus objetos
iniciales el punto del segmento Al que senala la altura, y que devuelva como
objeto final la proyeccion en perspectiva de un punto en la vertical de la planta
a esa altura. En la figura, para no embarrullarla, se han ocultado casi todos,
salvo la cuspide V" de uno de los tejados, colocada a la altura indicada por

G en la vertical de V' .

El lector puede comprobar el resultado de la simulacién pinchando aqui.

Resumiendo, el uso de homologias y dilataciones resuelve por completo
el problema de dibujar en perspectiva conica un objeto del que se conocen su
planta y alzado.
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