A. Castellén

§Ejercicios del capitulo II.3 (Tema 8)

1) Pruébese que si un didmetro corta a una cénica en dos puntos distintos
Ay B, entonces se trata de una cuadrica con centro. Ademas, el punto medio

M = MTB estd en el centro de la cuddrica.

2) Sea (A, B,C, D) un trapecio inscrito en una cénica Q, con AC||BD,
de puntos diagonales £ = ABNCD y F = AD N BC situados en el afin.
Supéngase que Q no llena el plano. ;Qué puede decirse de la recta EF.

Indicacién: distinganse los casos en que la conica tenga centro o sea un para-

boloide.

3) Sea Q una cuddrica no degenerada y no vacia de un espacio afin de

dimension n.

i) Si Q tiene centro O, razénese por qué cualquier conjunto de n rectas

por O conjugadas dos a dos constituye un sistema de ejes de la cuadrica.

ii) Si Q es un paraboloide, demuéstrese que todos los posibles ejes de
simetria son paralelos a una recta r. Ademas, elegido un punto cualquiera
V de Q, el conjunto formado por la paralela a » por V méas n — 1 rectas
tangentes a Q en V' y conjugadas entre si constituye un sistema de ejes

del paraboloide.
4) Demuéstrense los lemas 11.3.1 y 11.3.2.

5) Describanse todas las cuddricas de un espacio proyectivo de dimensién

4 contenidas en la unién de dos hiperplanos.

6) En un espacio afin de dimensién 3, dese algiin ejemplo de una cuddrica

vacia que posea una extension proyectiva no degenerada y otra de rango 1.
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* 7) En el espacio proyectivo P3(R) considérese la familia de planos
{map 0,8 €R, af # 0} con 7y 5 = 2Bx0 + axy + azxs = 0.
Dada la cuadrica proyectiva

1 1
Qq) = —x3 + 207 + 523 + 222 — 29 + 37173 + 5273 = 0,

clasifiquense las cuadricas afines Q(q, 7, 3) segun los valores de o y f.
8) Dada la familia de cénicas reales 2\ — 1 + 2z + (2\ — 1)z + y? = 0,
i) Dese la clasificacién afin en funcién de A.
ii) Para A = —1, héllense las asintotas y el centro.
iii) (Es siempre el centro de una hipérbola la interseccién de las dos
asintotas?

9) Calctilense los ejes y la ecuacién referida a ellos de la cuddrica real
—1 44z — 2zy + 222 — % + 2yz — 2% = 0.
10) ;Qué valor hay que dar al parametro A para que la cénica
2 — Xy +2y° —x—2=0

esté formada por dos rectas?

11) Hallense las ecuaciones de las tangentes desde el origen de coorde-
nadas a la cénica y? — 22y + 2y — 42 — 2 = 0. Dese el centro (si existe) y la
tangente en el punto (—3,0).

12) Se considera la cénica
ana? + agy® + 20197y + 20017 + 2002y + o = 0.

i) Demuéstrese que las coordenadas del centro son las soluciones del

sistema
{ 11T + 12y + ap1 — 0 }

Q12T + 22y + a2 = 0
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ii) Compruébese que las cénicas de centro («, 3) son las de la familia
Mz —a)? +puly = B)* +v(z —a)(y — B) + (= 0.

13) Hallese el lugar geométrico de los polos de la recta x + y = 0 con
respecto a la familia de cénicas reales x2 + 2 \y — 22 + 2\x — 1 = 0.
14) Describase el lugar geométrico de los puntos del plano afin real tales

que sus polares respecto a las conicas
y? — 2\ + 22 =0,

con A un real no nulo, pasen por (—1,1) y se mantengan paralelas a y = 2.
15) Calcilese la ecuacién del cono real que tiene por vértice el punto
(1,2,2) y por directriz la hipérbola contenida en el plano y = 0 que satisface
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. 16) Clasifiquese la familia de cuadricas de R3
pr? + (14 pw)y? + (1 + p)2® + 2uay + 2paz + 2uyz — 2y + A+ 1 =0.

17) En un plano afin sobre un cuerpo con ¢ elementos, ;jde cudntos
puntos puede constar una cénica no degenerada?

18) Clasifiquense las cénicas del plano afin sobre Zs.

19) Utilicese el ejercicio 11.2.13 para enunciar una propiedad acerca de
la hipérbola que permita construir un punto de ella conocidas sus asintotas y
otro de sus puntos.

20) Demuéstrese que los ejes de una cuddrica con centro son ejes de
simetria de la cuadrica, mientras que de los ejes de un paraboloide, uno
funciona como eje de simetria, y los demaés se sitiian tangentes al paraboloide
por el vértice. Entiéndase aqui la simetria en el mismo sentido que se le dio
en la seccién §1, es decir, si {ug,uy,...,u,} es un sistema de coordenadas

homogéneas con < uq,...,u, > el hiperplano impropio, entonces el simétrico
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del punto P = (y1,...,yn) respecto del eje < wug,u; > serda el punto de

coordenadas
(y17y27 CIRI yj—17 _ij yj+17 cee 7yn)

21) De una parabola se conocen dos puntos A y B y sus respectivos
simétricos A’ y B’ respecto del eje de simetria de la pardabola. Utilicese el
reciproco del teorema de Pascal (teorema I1.2.10) para obtener otro punto
mas de la parabola.

22) En este ejercicio se construird un contraejemplo al reciproco de la

primera parte del teorema I1.3.5. Considérense las conicas
O=2>+y2=1 y Q=2>+24°=1

del plano racional Q2.

i) Pruébese que ambas cénicas son no vacias, y no estéan incluidas en

hiperplanos. Esto, tras recordar el comentario previo al teorema citado,

permite plantearse la pregunta de si Q y Q' son afinmente equivalentes.

ii) Compruébese que el conjunto de invariantes {r, ro,7,io} de Q (rangos

e indices de la extensién proyectiva unica de Q, y de la cuadrica del

infinito) son los mismos que los de Q'.

iii) Razoénese por qué no puede darse la equivalencia afin entre Q y Q.

23) Héllense todas las hipérbolas del plano afin real de asintotas y = x+2
yr=—1.

El lector ha de intentar resolver este 1ltimo ejercicio con lo desarrollado
en los apuntes. Sin embargo, se hace notar que también es factible abordarlo
con los conocimientos del bachillerato. En efecto, cualquier paralela a una
asintota corta a una hipérbola en exactamente un punto (;por qué?). Ello per-
mite, en este caso en el que una de las asintotas es vertical, concebir a la cénica
como la traza de una funcién racional del tipo y = %, con p(x) un polinomio
de segundo grado y ¢(x) el polinomio x + 1 (meditese la razén). El calculo de

los coeficientes de p(x) se reduce ahora a aplicar las recetillas que se les ensena

a los alumnos de secundaria para obtener las asintotas inclinadas de una
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funcién real de variable real. Si ninguna de las asintotas fuese vertical (esta
o : . cosa  senw

no es la situacién), con un giro del tipo (2',y') = (z,y) , se
—sena  cos«

colocaria a una de ellas en posicion vertical para situarse en las condiciones
anteriores. Ahora se operaria conforme al procedimiento de arriba, para luego

deshacer el giro.
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