A. Castellén

Ejercicios del capitulo 1.4 (tema 4)

* 1) Encuéntrese, en relacién al sistema de coordenadas homogéneo
canonico {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);(1,1,1)}, la ecuacién de la proyectividad

o del plano proyectivo real en si mismo que transforma

(1,1,0) — (=1,0,2)
(0,1,2) — (1,1,2)
(0,1,0) = (-1,1,0)"
(2,2,2) —  (0,0,4)

2) Demuéstrese que el conjunto de las colineaciones de un espacio pro-
yectivo en si mismo es un grupo (el grupo proyectivo).

3) Expresando las afinidades de K™ en si mismo como composicién de
automorfismos lineales con traslaciones, pruébese que la totalidad de ellas
constituyen un grupo (el grupo afin?).

4) En el espacio afin Q3, se considera la afinidad ¢ = 7, o f donde

a=(—1,0,2) y f es la aplicacién lineal dada por
flz,y,z2) =(x —y+ 2,20+ z,y — 22).

Dese la proyectividad ¢ cuya restriccién al afin coincide con o.

5) Hallese la ecuacién de la proyectividad o : Py(Z7) — P1(Z7) que
aplica los puntos de abscisas 2, 4 y 0 sobre los puntos de abscisas 1, 3 y 2
respectivamente. Reconstriyase la matriz 2 x 2 de la proyectividad.

6) Pruébese que toda proyectividad de una recta en si misma factoriza

como composiciéon de, a lo sumo, dos involuciones y, por consiguiente, las

1 Siguiendo el programa de Erlangen, la geometria proyectiva se definiria como aquella que

estudia las propiedades conservadas por elementos del grupo proyectivo, mientras que la afin

se dedica a las que son invariantes por elementos del grupo afin.
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involuciones constituyen un conjunto de generadores del grupo proyectivo en
dimensién 1. Indicacién: si o : r — r es una proyectividad para la que existen
puntos distintos A, A", A” € r con A" = 0(A), A" = o(A") y A" = o(A"),
considérense las proyectividades 7 y 75 determinadas por
1 T2

A +— A — A

A — A — AT

A" — A — A"

7) Calciilense los puntos dobles y los puntos limite de la proyectividad de
la recta real en si misma dada por 1 — 0, —2 +— 2 y 0 +— 1. Descompdngase
tal proyectividad en producto de involuciones.

8) De una proyectividad de una recta en si misma se conocen las imagenes
A, B" y C'" de tres puntos distintos A, B y C. Describase un método grafico
para obtener los puntos limite.

9) a) Cuando se quiso describir a una biyeccién o entre rectas r y s
sobre el mismo cuerpo K con la propiedad de conservar razones dobles, se
fijaron sistemas de coordenadas {A, B;C} en r y {A’,B";C'} en s con la
condicién o(A) # A’. A la postre, o resultaba ser una proyectividad. Pues
bien, eliminese la restriccion o(A) # A’ y obténgase, en tal caso, la ecuacién
explicita de o.

b) Interprétese la ausencia de coeficiente de segundo grado en la ecuacién
general de una proyectividad entre rectas. Dicho de otra forma, ;qué sucede
cuando una proyectividad o entre rectas proyectivas posee ecuacion general
del tipo px +va' + (=07

10) Sea S = {A, B, C'} un conjunto de tres puntos de una recta proyectiva
r. Encuéntrense, en el sistema de coordenadas homogéneas {A, B;C'}, las
ecuaciones de las 6 proyectividades de r a r que dejan a S invariante.

11) En P;(R), considérese la familia de proyectividades cuya ecuacién

toma la forma
e’ + 2+ Nz +2' —4=0
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para algun real A\. Atendiendo a los valores del parametro A, clasifiquense las
proyectividades de la familia. La clasificacién se entiende en decir cuales son
hiperbdlicas, cuales parabdlicas y cuales elipticas.

12) Finalicese la demostracién del teorema 1.4.4 dando una prueba sintética
(que no precise de coordenadas) de al menos una de las igualdades distinta
de la expuesta en el texto.

13) Entunciese el dual del teorema 1.4.5.

14) Examinese la veracidad de la siguiente afirmacién: una involucién
queda determinada por completo dando las imégenes de dos puntos.

15) Supdénganse conocidas las imégenes P’ y @' de dos puntos Py @
por una involucién o de una recta r contenida en un plano. Si al menos uno
de los dos puntos P y () no es doble, utilicese el teorema 1.4.5. para describir
un método grafico que permita el trazado de o(X) cualquiera que sea X € r.

16) Trazando el minimo nimero de rectas, calcilese el cuarto arménico
de una terna (a, b, ¢) de rectas distintas de un plano.

17) Dense los pormenores de las demostraciones de los teorema 1.4.7 y
teorema 1.4.8.

18) En un plano proyectivo, cierta biyeccién 7 : r — P* entre los puntos
de una recta r y el haz de rectas que pasan por un punto P tiene la propiedad
de conservar razones dobles, es decir, (ABCD) = (1(A)7(B)7(C)71(D)) para
cualesquiera A, B,C, D €rcon A# B# C # A# D.

a) Si se conocen las rectas imédgenes de tres puntos, describase un método

grafico que permita el trazado de la recta imagen de cualquier otro punto

de r.

b) Reciprocamente, dados los transformados de tres rectas distintas de

P*, obténgase un procedimiento para el célculo de la imagen de cualquier

otra recta del haz.

c) Si se pasa al afin con P fuera de la recta del infinito y esta distinta

de r, la aplicacion 7 dejaria de ser biyectiva pues se ha eliminado de

su imagen la recta transformada del punto impropio de r . ;Coémo se
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trazaria esta?

d) Examinese la situacién cuando P esta en el infinito.

19) Sean A, B, C'y D cuatro puntos alineados de una recta proyectiva
r tales que A # B # C # A # D. Pruébese que (ABCD) = ) si y solo si
D — B = A\(C — B) en la recta afin » — {A} que tiene a A como punto del
infinito 2

20) Demuséstrese que un cuerpo K tiene caracteristica 3 si y solo si cada
permutacién de cuatro puntos en cuaterna armoénica de un espacio proyectivo

sobre K da lugar a nuevas cuaternas armonicas.

.
eBine

Ware

2 En un espacio afin, se define la razén simple (BC D)=\ de tres puntos alineados B, C y D,
con B#C, precisamente de esta forma, es decir, como el escalar X tal que D—B=X(C—B).
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