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24 Estructuras Algebraicas

2.1. Conjuntos

Definicién 2.1 (Intuitiva). Un conjunto es una reunién en un todo de de-
terminados objetos bien definidos y diferentes entre si.

Llamamos elementos a los objetos que lo forman.

Para que un conjunto esté bien definido deben darse los siguientes re-
quisitos:

= No debe existir ambigiiedad en la definicién de de los elementos.
= Todos los elementos deben ser diferentes.

= El propio conjunto no puede ser un elemento de si mismo.

= El orden de definicién de sus elementos es intrascendente.

Si a es un elemento del conjunto A, decimos que a pertenece a A y lo
denotamos por a € A. En caso contrario lo denotamos por a ¢ A.
Los conjuntos generalmente se definen:

» Por extensién, enumerando uno a uno todos sus elementos, {4, b, ¢, d}

= Por comprension, sus elementos quedan descritos de una forma im-
plicita, {x € IN | x es primo }

Ejemplo 2.2. Los principales conjuntos numéricos ya son conocidos de es-
tudios anteriores. Asi, representamos por IN al conjunto de todos los nu-
meros naturales, Z a los nimeros enteros, y Q y IR los niimeros racionales
y reales, respectivamente.

Conjunto vacio Lo definimos como el conjunto carente de elementos, es
decir, @ = {}.

Definicién 2.3 (Subconjuntos). Decimos que A es un subconjuntode B (o

Es decir, todo elemento de que A estd incluido en B), que representamos por A C B, si se satisface que
A es elemento también de
B (no necesariamente al xeA = x€B
revés).

Proposicién 2.4. Para todo conjunto A se cumple A C Ay © C A.

Demostracion. Probar que A C A es (super)evidente por la definicion 2.3,
puesto que todo elemento de A es de A.

En cuanto a la prueba que @ C A no es tan evidente, aunque si es tri-
vial. La dificultad estriba en que no podemos elegir ningtin elemento del
conjunto vacio para comprobar que estd en A. Por eso mismo se razona por
reduccion al absurdo. Si la afirmacién fuese falsa, es decir @ no fuese sub-
conjunto de A, entonces, siguiendo la deficion 2.3, debe existir un elemento
de @ que no estaria en A, y eso jes imposible! (o absurdo) porque @ no tiene
elementos. O
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2.1 Conjuntos 25

Nota. La proposicién anterior nos dice que todo conjunto tiene al menos
estos dos subconjuntos que se denominan subconjuntos triviales. Al resto de
los subconjuntos de A los llamamos subconjuntos propios.

Definicién 2.5 (Igualdad). Decimos que A = B si tienen exactamente los
mismos elementos, es decir, si:

xe€ A<= x€B

Lo anterior se traduce diciendo que todo elemento de A es elemento de B,
y viceversa, todo elemento de B es también elemento de A.

Proposicién 2.6 (Principio de doble inclusién). La igualdad de conjuntos se
puede expresar equivalentemente como una doble inclusion:

A=B < ACByBCA

2.1.1. Conjunto de las Partes

Definicién 2.7. Dado un conjunto A, llamaremos partes de A, P(A), al con-
junto de todos los subconjuntos de A.

Ejercicio 2.8. Define conjuntos cualesquiera de dos y tres elementos y halla sus
conjuntos de las partes.

Cardinal

Llamamos cardinal de un conjunto finito A al nimero de elementos que
lo forman y lo denotamos por | A|.

Proposicién 2.9. Dado un conjunto A, si |A| = n, entonces |P(A)| = 2".

Demostracién. Cada uno de los 1 elementos de A tiene 2 posibilidades, pue-
de estar o no estar en un subconjunto de A. Por tanto el numero de subcon-
juntos posibles de A sera 2".

O

2.1.2. Operaciones con conjuntos

Al igual que el @ suponemos la existencia de un conjunto ¢/ que llama-
remos universo o conjunto universal que es el conjunto que contiene a todos
los elementos posibles.

Sean entonces A, B C U.

» Definimos la unién como AUB ={x €U |x € Aox € B}.
» Y la interseccion como ANB={xecU |x € Ayx € B}
Definicién 2.10. Decimos que Ay B son disjuntos si AN B = @.

Llamamos complementario de A al conjunto A = {x e U | x ¢ A}.
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26 Estructuras Algebraicas

Propiedades

Vienen expresadas en el cuadro 2.1. La prueba de algunas de estas pro-
piedades son obvias. Otras se pueden probar usando el principio de doble
inclusién (proposicién 2.6).

Cuadro 2.1: Propiedades de las operaciones de conjuntos

Ley del doble complemento
A=A
Leyes Conmutativas
AUB=BUA ANB=BNA
Leyes Asociativas
AUBUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANnB)NC
Leyes Distributivas
AUBNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Leyes de Idempotencia
AUA=A ANA=A

Obsérvese en las

propiedades del
cuadro 2.1, el llamado Leyes de Absorcion
principio de dualidad. Si en AU(ANB)=A AN(AUB)=A
una expresiéon cambiamos Leyes de Neutralidad
intersecciones por uniones AUD—=A ANU=A
(y viceversa) y conjuntos .
vacios por universales (y Leyes de Dominacién
viceversa), la nueva AulU=U AND=Q
expresion es igualmente Leyes del complemento
valida o igualmente falsa. AUA=U ANA=0

Leyes de De Morgan
AUB=ANB ANB=AUB

Ejemplo 2.11. Vamos a probar, por doble inclusién, la ley del doble com-
plemento: A = A.

Demostracién. (1) Si x € A, entonces x ¢ Aluegox € Ay (2)six € A,
entonces x ¢ A, luegox € A. O

Ejercicio 2.12. Aplicando el principio de dualidad, si probamos una ley por doble
inclusion, automdticamente tenemos una prueba de la dual. Aprovecha este prin-
cipio para probar todas las propiedades.

A 4 'ma = . , . ;
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2.1 Conjuntos 27

Cardinal de la unién

Veremos en el tema 3 (Técnicas de Recuento) que el cardinal de la unién
de conjuntos estd relacionado con un principio basico de recuento llamado
principio de inclusién-exclusion. De momento, para dos y tres conjuntos, el
cardinal de la unién se puede enunciar del siguiente modo:

A ANB B
= [AUB|=|A|+|B| —|ANB] L J
AUB
Cuando calculamos el nimero de elementos de la unién A U B sumamos
los elementos que estdn en A y B, pero debemos restar los de la interseccién

porque se han sumado dos veces.
» De igual forma, para tres conjuntos tenemos

|AUBUC| = |A|+ |B|+|C|—|]ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Figura 2.1: Inclusién-exclusiéon

Ejercicio 2.13. Comprueba con ejemplos simples la veracidad del principio con
dos y/o tres conjuntos sencillos.

Ejercicio 2.14. Extiende el principio de inclusién-exclusion para cuatro conjun-
tos.
Otras operaciones de conjuntos:

Se usan con frecuencia otras operaciones de conjuntos que se pueden
derivar de las descritas anteriormente. Las més importantes son:

Diferencia: A—B={xclU|xeAyx¢ B} =ANB

Diferencia simétrica: AAB = {x € U | x € Ao (excluyente) x € B} =
(AUB) — (ANB)

Ejercicio 2.15. Demuestra que AAB = (A—B)U(B— A).

v 'ma = . . . ;
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28 Estructuras Algebraicas

Unién e Interseccion generalizadas

Partimos de un conjunto (que puede ser finito o infinito) I al que llama-
mos conjunto de indices. Con este conjunto podemos diferenciar, a su vez,
otros conjuntos A; donde i es algtin elemento de I, y, de esta forma, definir
un nuevo conjunto de conjuntos (también llamado familia) {A; | i € I}.

Dada una familia de conjuntos, { 4;}ic;, definimos su unién y su inter-
seccion, respectivamente, como

UAi:{XGZ/” existei € I conx € A;}
icl

(JAi={x €U |x € A;paratodoi € I}

iel

Cuando el conjunto de indices es numérico se suele cambiar la notacién.
Asi, por ejemplo

IS 00 100
J=U N=n. J =U
ieIN i=0 i€eZ i=—o00 i€{3,...,100} i=3

En los ejemplos siguientes consideramos los conjuntos A; = (i,i + 1)
que son intervalos abiertos de ntimeros reales,

(Gi+l)={xeR|i<x<i+1}

Ejemplo 2.16. Comprueba que | J(i,i +1) = (0,00) —IN
i=0
Ejercicio 2.17. Calcula (1)(i,i +1).
i=0

2.1.3. Producto cartesiano y relaciones

Sea U un conjunto universaly A, B C U.

Definicién 2.18. Llamamos par ordenado a las listas del tipo (a,b) cona €
AybeB.

Evidentemente, los pares ordenados no pertenecen al universo U, sino
que estan en otro universo distinto. En este curso no vamos a entrar en
formalizaciones rigurosas y dejamos la comprensién de este hecho a la in-
tuicion del alumno.
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2.1 Conjuntos 29

Igualdad de pares
(a,b) = (a',V')siysolosia=a" yb=1"V

Definicién 2.19. Se define el producto cartesiano de A por B como

AxB={(ab)|acAbeB}

Producto cartesiano de mas de dos conjuntos El concepto de par or-
denado se puede extender. Asi se pueden definir las ternas (ordenadas):
(a1,a2,a3) y, mas generalmente, las n-uplas: (41,4, ...,a,). También se ex-
tiende el producto cartesiano de n conjuntos A; x Ay X --- X A, como el
conjunto de todas las n-uplas.

Ejemplo 2.20. Usaremos con mucha frecuencia el conjunto R" que esté de-
finido como el producto cartesiano R X R X --- x IR, es decir, todas las n-
uplas de ntimeros reales.

Relaciones binarias

= Llamamos relacién (o correspondencia) R de A en B a cualquier propie-
dad que asigna a cada elemento de A un subconjunto de B (posible-
mente vacio).

= Si “a esté relacionado con b” entonces a R b, en caso contrario a Rb.

= Si R es una relaciéon de A en B, llamamos grafo de R al subconjunto
de A x B siguiente
Gr ={(a,b) |aRb}

= Inversamente, si G C A x B, entonces define una tnica relaciéon Rg
de A en B del siguiente modo

aRcb < (a,b) €G

Es decir, que todo subconjunto del producto cartesiano define una
(tinica) relacién cuyo grafo coincide con dicho subconjunto.

Representacion de Relaciones

La relacion de A = {a,b,¢,d} en B = {x,y,z} definida por el grafo:

Gr = {(a,x),(a,2),(d, x)} 2.1)

se puede representar de muchas formas, entre otras, las siguientes:
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30 Estructuras Algebraicas

A B
a x
b
» Diagrama de flechas: c y
d z
B
Z j r./ N r./
y \'\ Fany \'\
= Diagrama cartesiano: J
X D N
a b c de

Los “puntos negros” representan los elementos de la relacion.

= Como una matriz de ceros Yy unos:

o O OO
o O O

1
0
0
1

Las filas representan los elementos de A y las columnas los de B,
previamente ordenados. Los unos indican los elementos del producto
cartesiano que pertenecen a la relacion y, obviamente, los ceros los que
no pertenecen.

Obviamente, si el grafo de la relacién no es un conjunto finito, las anteriores
representaciones no siempre son viables. A veces es posible algtn tipo de
representacion gréfica, principalmente cuando los conjuntos que definen la
relacién son numéricos.

Ejercicio 2.21. Usa un diagrama cartesiano para representar la relacion entre
niimeros reales cuyo grafo es el siguiente:

Gr={(xy) | (x+1)>+(y-1)>=1} CRxR

Dominio e Imagen

Desde ahora identificamos completamente una relacién R con su grafo,
es decir cuando una relaciéon R estd definida desde el conjunto A hasta
el conjunto B, representaremos R C A X B, aunque formalmente lo que
estamos diciendo es que su grafo es el que estd contenido.

Dada una relacion R C A x B, es decir, Gg C A X B, segtin lo anterior,
se definen los subconjuntos dominio e imagen o codominio de R como

DomR = {x € A| existeb € Bconx R b}
ImgR = {x € B| existea € AconaR x}
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2.2 Relaciones internas 31

Ejercicio 2.22. En la relacion R = {(a,x),(a,z),(d,x)} ya vista en (2.1), pd-
gina 29, el conjunto A = {a,b,c,d} y B = {x,y,z} son los conjuntos inicial y
final, respectivamente. ; Podrias escribir el dominio y la imagen de R?

Ejercicio 2.23. Escribe el dominio y la imagen de la relacion que se define en el
ejercicio 2.21.

Relacién identidad Para cualquier conjunto A siempre existe una rela-
cién definida

Zao={(x,x) |[xc A} CAXA (2.2)

que llamaremos relacion identidad. Cuando no hay duda se suprime el sub-
indice, por tanto Z.

2.2. Relaciones internas

Decimos que una relacién binaria es interna cuando el conjunto inicial
y final coinciden, es decir, Gg C A x A.

Figura 2.2: Las gréﬁcas representan a la misma relacién interna. La
segunda es mds habitual en relaciones internas.

Propiedades

Algunas propiedades de las relaciones binarias en A son las siguientes:

Reflexiva: Paratodoa € A setieneaR a

Antirreflexiva: Paratodoa € A se tiene a Ra

Simétrica: Paratodoa,b € A,siaR bentoncesbRa

Antisimétrica: Paratodoa, b€ A,siaRbybRaentoncesa =>b
Transitiva: Paratodoa,b,c € A,sia’Rby bR centoncesaRc

Circular: paratodoa,b,c € AtalesqueaRbybRc,secumple quecRa.

Ejercicio 2.24. Observa que la relacion identidad T definida en (2.2) es una rela-
cion interna. Indica ciiales de las anteriores propiedades verifica.

OCW UMA Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
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32 Estructuras Algebraicas

Ejercicio 2.25. Da ejemplos de relaciones binarias internas en el conjunto A =
{a,b,c,d} que cumplan las propiedades anteriores, por ejemplo:
o R =/{(ac),(bc)} esantirreflexiva.

2.2.1. Relaciones de equivalencia

Una relacion binaria interna se dice que es de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Ejercicio 2.26. Da varios ejemplos de relacion de equivalencia sobre el conjunto
A={ab,cd,e}.

Las relaciones de equivalencias estan relacionadas con otro concepto
llamado particién.

Definicién 2.27. Dado un conjunto A # @, decimos que una familia de
subconjuntos no vacios de A, {A;},_,, es una particion de A si satisfacen las
dos condiciones siguientes:

LJAa =A

iel

2. Paratodoi,j € [ coni # j se tiene que A; N A; = @. Es decir, son
disjuntos por pares.

Figura 2.3: Relacién de equivalencia y particion.

A cada uno de los subconjuntos A; se le llama parte de A relativa a la
particion.

Definicién 2.28 (Clases de equivalencia). Si en un conjunto A hay definida
una relacién de equivalencia R, cada elemento a € A se puede agrupar
en un subconjunto formado por él mismo y todos los elementos que se
relacionan con él. A dicho subconjunto de A se le llama clase de equivalencia
y se representa

[a) ={x € A|aRx}
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2.2 Relaciones internas 33

Segun la anterior definicién podria ocurrir que ciertas clases coincidie-
ran, es decir, algunos elementos a,b € A, cumplen a # b y, en cambio,
[a] = [b]. Al ser subconjuntos podemos preguntarnos algo més ;se pue-
den solapar las clases?, es decir, ;pueden existir a,b € A, con [a| # [b] y
[a] N [b] # @? La respuesta nos la da el siguiente e importante teorema.

Teorema 2.29. Sea R C A x A una relacién de equivalenciay a,b € A, entonces
se tiene:

1. a € [a]
2. aRb <= [a] = [}
3. [a] # V] <= [a|N[b] =D

Demostracion.

1. Es evidente por la propiedad reflexiva. Comoa R a = a € [a].

2. Suponemos (hipétesis) que a R b (o bien b R a), entonces, por la pro-
piedad transitiva:

x €lal=xRa(yaRb, hip.) = xRb= x € [b] que prueba [4]
x€[b]=xRb(ybRa, hip.) = xRa= x € [a] que prueba [b]

[0]
[a]

C
C

luego (por la doble inclusioén) [a] = [b].
Inversamente, ahora la hipoétesis es [a] = [b], entonces, como sabemos
(apartado 1) que a € [a] = a € [b],luegoa R b.

3. Hipotesis [a] # [b].Six € [a]N[b] = x € [alyx € [b] = aR
xyxRb = aRb,luego por 2. [a] = [b], que contradice la hipétesis. De
aqui no puede haber ningtn elemento en la interseccion [a] N [b], es decir
[a)N[b] =@.

Hipétesis [a] N [b] = @. Sabemos que [a] # @y [b] # @, entonces tri-
vialmente [a] # [b], puesto que si fuesen iguales no tendrian interseccién
vacia. U

Corolario 2.30. Las clases de equivalencia de una relacion R en A establecen una

particion de A. En la figura 2.3 una relacién
de equivalencia establece una
Demostracion. Claramente A es la union de todas las clases de equivalencia, particion en el circulo

puesto que cada elemento de a estd en, al menos, una clase (la propia [a]). (considerado conto un
Por otro lado, el apartado 3 del teorema anterior garantiza que dos clases conjunto de puntos). Las

. . . clases de equivalencia son los
distintas son disjuntas. O colores.

Nota. El reciproco del corolario anterior también es cierto. Es decir, cual-
quier particién de un conjunto A define una relacién de equivalencia. Dos
elementos estdn relacionados si y solo si pertenecen a la misma parte (es
evidente que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva). Claramente
las clases coinciden con las partes.
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34 Estructuras Algebraicas

Definicién 2.31 (Conjunto cociente). Dada R en A, al conjunto formado
por las clases de equivalencia, que denotamos por A/ R

Ejercicio 2.32. Establece los conjuntos cocientes de las relaciones dadas en el ejer-
cicio 2.26

2.2.2. Los enteros modulares.

Vamos a definir los conjuntos de enteros modulares que son conjuntos
simples y finitos y que se pueden dotar de operaciones (suma y producto),
construidos a partir de una relacién de equivalencia (congruencia modular)
como conjuntos cocientes. Estos enteros son muy usados en aplicaciones de
distintas 4reas de las ciencias. A titulo de ejemplo invito a los estudiantes a
investigar el algoritmo RSA muy usado en codificacion de comunicaciones
(cifradas) entre ordenadores.

Definicién 2.33. Dos ntimeros enteros a,b € Z se dicen que son congruentes
mddulo n si y solo si su diferencia es multiplo de n.

a=,b < existek € Ztalqueb—a =kn

Es facil comprobar que es una relacién de equivalencia en Z.

Ejemplo 2.34. Algunos enteros se relacionan mediante la relaciéon =7 y
otros no. Comprueba, por ejemplo, que 3 =7 —11. En cambio 3 no se re-
laciona, por ejemplo, con 1.

Ejercicio 2.35. Prueba que, efectivamente, la relacion =, es de equivalencia en Z.
(para cualquier n).

Definicién 2.36. Representamos por Z, al conjunto cociente Z/=,, defini-
do por la relacién de equivalencia “congruencia médulo n”.

Los conjuntos Z, tienen exactamente 7 elementos
Z, = 1[0}, (1], [2],..., [n =2, [n = 1]}
Debes tener en cuenta las siguients observaciones:

1. Las clases tienen infinitos representantes. De hecho, tienen un com-
portamiento ciclico. Asi, por ejemplo, en Zs, tenemos que

= [-12)=[-6] = [0] =[] =[12] = [18] =
=[] =[-5]= [1] =[7]=[3]=[19] =
= [-10) = [-4] = [2] =18 = [14] = [20] =
—[-7)=[-1= [ =M)=07]=[3]=-

A 4 'ma = . , . ;
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2. Diremos que una clase estd en forma candnica si es la forma [a] donde
a es un numero entero entre 0 y n — 1 (ambos inclusive).

3. Las clases [a] y [b] son iguales si a y b son congruentes (médulo n).

4. Sia es postivo, la clase [a] es igual a la clase [r] donde r es el resto de
dividir a entre n. Asi la clase [r] estd en forma canonica.

Ejemplo 2.37. Tiene interés el conjunto Z, = {[0],[1]}. En general, en
computacién se emplean con mucha frecuencia los Z, donde p es un nu-
mero primo.

Ejercicio 2.38. Expresa los siguientes enteros modulares de Z13 en forma cand-
nica:
[—11] = ,[101] = ,[—101] = J11] =

2.2.3. Relaciones de orden

Una relacién binaria interna se dice que es de orden si es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

Por ejemplo, si A = {divisores po-
sitivos de 60}, la relacién binaria en A

mRn <= mdividean

es una relaciéon de orden.

Las relaciones de orden en conjun-
tos fintos se pueden representar por los
llamados diagramas de Hasse. El ejem-
plo anterior se puede representar con
el diagrama de Hasse de la figura al =~ Figura 2.4: Diagrama de Hasse
margen.

Orden total y orden parcial

Dos elementos a,b € A son comparables siaR b o bR a. Una relaciéon de
orden es total si todos los elementos son comparables entre si; en otro caso
decimos que es parcial. El diagrama de la figura 2.4 representa un orden
parcial.

2.3. Funciones

Definicién 2.39. Decimos que una relaciéon f C A x B es una funcién o
aplicacion si satisface las dos condiciones siguientes:
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Asi, f(A) =Img f.

Observa que ,para
funciones, g o f se
entiende que primero se
aplica f y posteriormente

g.
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1. Domf = A

2. Si(a,b) € fy(a,c) € fentoncesb = c

En la figura 2.5 se representa un
diagrama que se corresponde con una

A B funcién, puesto que cumple las dos
a X condiciones de la definicién.
b y Ejercicio 2.40. Representa grificamente
¢ dos relaciones que no sean funciones, una
d z

de ellas porque no cumpla la condicion 1. y
la otra porque no cumpla la condicién 2. de

Figura 2.5: Ejemplo de funcién. [a definicién 2.39.

Nota. Un funcién la representamos de
la forma f: A — B. Ademas (a,b) € f lo escribimos f(a) = b y diremos
que b es imagen de a o que a es origen de b.

Estamos acostumbrados a la anterior notacién, que es la usual. A veces
se pierde rigurosidad como, por ejemplo, cuando se dice que f: R — R
definida f(x) = % es una funcién. En realidad, siendo rigurosos, no lo es,
puesto que 0 ¢ Dom(f). En muchas ocasiones se “sobreentiende” que las
funciones estan definidas en su dominio.

Si X es subconjunto de A, representamos f(X) el subconjunto de B de
todas las imdgenes de los elementos de X, es decir,

fX)={f(x) | x € X}

Dado Y subconjunto de B, representamos por f~!(Y) al subconjunto de A
de los elementos cuyas imagenes estdn en Y, es decir,

) ={xeAlf(x)eY}

Ejemplo 2.41. La relacién identidad Z4: A — A descrita en (2.2), es efecti-
vamente una funcién que depende tinicamente del conjunto A en la que se
define. Estas funciones reciben el nombre de funcién identidad en A.

2.3.1. Composicién e inversa de Funciones

Si tenemos dos funciones f: A — By g: B — C podemos construir una
nueva funcién llamada funcién compuesta de f con g a la siguiente:

gof: A— Csiendo (go f)(x) = g(f(x)) (2.3)
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Propiedades.

1. Cuando una funcién f: A — B se compone con la funcién identidad,
se queda invariante, es decir

fOIA:f y IBOf:f (24)

2. Es facil probar que la composicién de funciones es asociativa, es decir, si
f:A—=B,g:B— Cyh:C— D,setiene

(hog)of=ho(gof) (2.5)

3. En cambio, la composicién no es conmutativa, incluso cuando es posi-

ble. Por ejemplo, f: A - Ay g: A — A, en general fog # gof.
Dejamos que el estudiante busque ejemplo de esto.

Funcién inversa

Si f: A — B es una funcién, podemos expresarla en forma de relacion
del siguiente modo:

f={(af@)|ac A} CAxB
Invirtiendo el orden de los pares obtenemos otra relaciéon

f=A{(f(a),a) [ac A} CBx A

y esta nueva relacién f~! NO es necesariamente una funcién.

Ejercicio 2.42. Escribe distintos contraejemplos donde no se verifique 1. 0 2. de la
definicion.

Definicién 2.43. Diremos que la funcién f es invertible si la relacion f 1 es
una funcién.

Teorema 2.44. Sea f: A — B una funcién invertible. =1 es la iinica funcion
que cumple

flof=Iy fofl=1Iz
Demostracion. Efectivamente, por definicién de f !, la imagen del elemento
f(a) es el propio a, es decir, f ~}(f(a)) = a, por tanto f 1o f = Ty4.

Para probar la otra igualdad, sea b cualquier elemento de B, y sea a =
f1(b) € A, es decir (b,a) € f~ 1, luego (a,b) € f. Dicho de otra forma
f(a) = b,obien f(f~1(b)) =b.Deaqui fo f~! = Tp.

Nos queda comprobar que es tinica. Sea g: B —+ A una funcién cum-
pliendo ambas igualdades, es decir

gof=Zp 'y fog=1Ip

entonces (go f)o f~1 = Ty o f~!y por las propiedades (2.4) y (2.5) tene-
mos ¢ = f L. 0

A 4 'ma = . , . ;
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2.3.2. Tipos de funciones

Definicién 2.45. Sea f: A — B una funcién.

» fesinyectivasiysolosi f(x) = f(x') implica que x = x’

A B
[

= f es sobreyectiva si'y solo siIm(f) = B.

= f es biyectiva siy solo si es inyectiva y sobreyectiva.

A B
1

Teorema 2.46. Una funcion es invertible si y solo si es biyectiva.

Ejercicio 2.47. Pon dos ejemplos de funciones invertibles discretas y dos ejemplos
de funciones invertibles continuas (en R).

2.4. Estructuras algebraicas

Dado un conjunto A, llamamos operacién binaria interna o ley de com-
posicién interna a cualquier funcién de A x A en A.

x: AXA— A x(a,b)=c axb=c

Llamamos operacién binaria externa o ley de composicién externa a
cualquier funcién de alguno de los tipos:

¥x: AXB— A ¥: AXB— B x: AxB—C

Las leyes de composicién internas pueden tener (o0 no) unas propieda-
des y unos elementos notables que exponemos a continuacién.
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Propiedades
Asociativa

Sea * una operacion interna en A. Decimos que * tiene propiedad asociativa
si satisface:

Para todoa,b,c € A, ax(bxc)= (axb)x*c.

Conmutativa

Sea * una operacion interna en A. Decimos que * tiene propiedad con-
mutativa si satisface:

Paratodoa,b € A, axb=>bxa.

Distributivas

Sean * y A dos operaciones internas en A.
= Decimos que A es distributiva por la izda. respecto de * si satisface:

Va,b,c € A, an(bxc)=(anab)*(arc).

= Decimos que A es distributiva por la dcha. respecto de * si satisface:

Va,b,c € A, (bxc)na= (baa)*(caa).

= Decimos que A es distributiva respecto de * si lo es por la izda. y por
la dcha.

Ejemplos 2.48.

1. En Z el producto es distributivo respecto de la suma, pero no al con-
trario.

2. Si U es un conjunto, en P () la unién distribuye respecto de la in-
terseccion. Al contrario del ejemplo anterior, también la interseccién
distribuye respecto de la unién.

Elementos Notables

Elemento Neutro

Un elemento e € A es neutro para * si satisface que

Yac€ A, axe=ex*xa=a.
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El simétrico de un
elemento no tiene porqué
ser tnico, salvo para
operaciones con la
propiedad asociativa.
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Proposicion 2.49. El elemento neutro, si existe, es tinico.

Demostracién. Si existiesen dos elementos neutros tienen que ser el mismo.
Esto prueba la unicidad.
Supongamos e; y e, dos neutros para la operacion *. Entonces:

Por ser e neutro: e xep = ey
Por ser ey neutro: e xe; = e

} = €1 =€

O
Ejemplo 2.50. En el conjunto de las matrices cuadradas n x n la matriz
identidad es el elemento neutro para el producto.

Simétrico de un elemento

Sea * una operacion interna en A y e € A el elemento neutro. Decimos
que a’ es el simétrico de a si satisface que

axa =a xa=ce.

Si un elemento tiene simétrico decimos que es simetrizable. Ademads, clara-
mente, si @’ es un simétrico de a, entonces a es un simétrico de a’.

Proposicion 2.51. Sea * una operacion interna con propiedad asociativa.
1. Siun elemento es simetrizable, su simétrico es iinico.
2. (") =a

3. Sia,b € A son elementos simetrizables, a x b también lo es y su simétrico
es (axb) =1 xa.

Demostracion.
! ! . £ : .
1. Supongamos que 4] y a5 son simétricos de a. Entonces:
ay=exay = (ayxa)*xay =ayx(axa)) =ar*xe=aj)
Observa que en la tercera igualdad se hace uso de la asociatividad.

2. Siguiendo la definicién de elemento simétrico, a es simétrico de 4’ al
igual que (a")’. Por el punto anterior éstos tienen que ser el mismo, es
decira = (a')".

3. Es facil comprobar que

(axb)x (b xa")=e

y
(U xa")*x(axb)=e

y, como el simétrico es tnico, se tiene (a xb)’ = (b’ x a’). O
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Cuando estamos con una operacién suma al elemento neutro se le suele
representar con el simbolo 0, en lugar del simbolo genérico e. Igualmente,
cuando la operacién es un producto que se suele denominar como “identi-
dad” y se emplea el simbolo 1 y en ocasiones el simbolo I.

Elementos regulares

Sea * una operacién interna en Ay ¢ € A. Decimos que:

= c es regular por la izquierda si

Yabe A, cxa=cxb—=—a=0D0.

= c es regular por la derecha si

Yabe A, axc=bxc=—a=0>.

= Decimos que c es regular si lo es por la izquierda y por la derecha

Si todos los elementos de A son regulares, decimos que * satisface la ley de
simplificacion.

Proposicion 2.52. Si x una operacion interna en A con propiedad asociativa, todo

elemento simetrizable es regular.

Elementos absorbentes

Sea * una operacién internaen Ay ¢ € A. Decimos que ¢ es un elemento
absorbente si se satisface que:

Yae A, axc=c*a=c.

0..0

Ejemplo 2.53. La matriz0 = | : : | es un elemento absorbente para el
0..0

producto de matrices cuadradas.

Ejercicio 2.54. ;Puede existir mds de un elemento absorbente para la misma ope-
racion en un conjunto? Justifica la respuesta.
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En la suma al simétrico se
le llama elemento opuesto y
se representa con el signo
menos, asi el opuesto de a
es el elemento —a. En el
producto, al elemento
simétrico de a se le llama
inverso y se representa

como a1,
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Semigrupo Monoide Grupo
(4,%)

Asociativa ° ° °
Elem. neutro ° °
Elem. simét. °

. Semigrupo Monoide Grupo
Conmutativa || Conmutati- | conmutati- | Abe-
VO VO liano

Cuadro 2.2: Estructuras con una operacién binaria.

2.4.1. Estructuras algebraicas con una operacién

Las estructuras algebraicas mas simples constan de un conjunto con una
Unica operacién interna definida sobre él. Las mds importantes las descri-
bimos en el cuadro 2.2.

Ejemplos 2.55.

1. Para los enteros positivos m y n el conjunto
Miyxn = {matrices reales de orden m x n}

con la suma, es decir, (M, x,, +) es un grupo abeliano.

2. (Myxn, ) es un monoide NO conmutativo y no es grupo, puesto que
existen elementos que no tienen simétrico, por ejemplo la matriz 0. ; Exis-
ten otros elementos que no tienen simétrico? ;Podrias poner algtin ejem-
plo paran = 2?

Ejercicio 2.56. ;Qué estructura algebraica tienen los siguientes conjuntos numé-
ricos con la operacion suma (N, +), (Z,+) y (Z*,+)?

Ejemplos 2.57.
» (Z,+) es un grupo abeliano.
» (R —{0},-) es un grupo abeliano.

= El conjunto S(A) de todas las funciones biyectivas en un conjunto A
forman un grupo con la operacién composicion. Este grupo se suele
representar con notacién multiplicativa (S(A),-) y recibe el nombre
de Grupo Simétrico.

Si A es finito con n elementos, entonces el Grupo Simétrico se repre-
senta por S, y tiene n! elementos.
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= El conjunto de todas las matrices reales cuadradas de orden n con
determinante distinto de cero (invertibles) forman un grupo multi-
plicativo y recibe el nombre de Grupo Lineal General de orden n, que
se representa GL(n)

= En el conjunto de enteros modulares Z, se define la suma de la forma
habitual
[a] + [b] = [a + 1]

Esta suma es una ley de composicién interna, puesto que no depende
de los representantes de las clases que se elijan. Entonces para cual-
quier entero positivo n, la estructura (Z,, +) es un grupo abeliano.

Ejercicio 2.58. En este ejercicio, por comodidad, suprimimos los corchetes de los
elementos de Z.,. Completa las siguientes tablas de los grupos.

Zz Z3 Z6

(tJoft) [+]of1f2] [+[0[1]2]3[4]5]
0 0
1 0 1 210

2

Qx| LN~ Oo||+
—_

2.4.2. Estructuras algebraicas con dos operaciones

En el cuadro 2.3 exponemos las estructuras bésicas con dos operacio-
nes. La estructura més simple es el anillo. Verds que todas son propiedades
conocidas, excepto el concepto de divisor de cero que explicaremos con mds
detalle més adelante.

Anillos

Las propiedades de los anillos vienen expresadas en el cuadro 2.3. Asi,
(A, +,) es un anillo si se verifica:

1. (A, +) es un grupo abeliano.
2. (A, ") es un semigrupo.
3. El producto es distributivo respecto de la suma.

En los anillos se tiene una conocida regla que habéis venido usando
desde los estudios primarios.

Teorema 2.59 (Regla de los Signos). Sea A un anillo. Para todo a,b € A se
cumple

A 4 'ma = . , . ;
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Esto quiere decir que si
[a] = [a]y [b] = [V'],
entonces

[a+ b] = [a' + V']. Prueba
este resultado como
ejercicio.

Para estas estructuras
usamos las notaciones
aditiva y multiplicativa.

Si, ademas, el producto
tiene neutro, es un anillo
unitario, y si es
conmutativo, es un anillo
conmutativo.
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(A, +) Anillo Cuerpo
Asociativa ° °
Conmutativa ° °
Elem. neutro 0 ° °
Elem. opuesto ° °

(4,)

Asociativa ° °
Distributiva resp. + ° .
Elem. neutro 1 A. Unitario )
Conmutativa A. Conmutativo )
Elem. inverso para # 0 .
Ausencia divisores de 0 °

Cuadro 2.3: Estructuras con dos operaciones binarias.

LO0-a=a-0=0

. a-(—b)=(—a)-b=—(a-b)
. a-b=(—a)- (=)
Demostracion.

I. Sabemos quea-0=a-(0+0)=a-0+a-0,
luego simplificando en el grupo (A, +) tenemos a - 0 = 0.

11. Comprobamos que

a-(=b)+(a-b)=a-((-b)+b)=a-0=0=4a-(—-b)=—(a-b)

De la misma forma se prueba (—a) - b = —(ab).

111. Es evidente a partir del apartado anterior y del apartado 2 de la pro-
poposicion 2.51 que establece (a')" = a.

(=a)(=b) = =((=a)b) = —(—(ab)) = ab
O

Ejemplo 2.60 (Anillos de enteros modulares). A los conjuntos Z, se les
dota de suma y producto

(7] + [m) = [+ m]
[n] - [m] = [

y tiene estructura de anillo (Z,, +, -).

A 4 'ma = . , . ;
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Ejercicio 2.61. Construye las tablas de suma y producto de Z¢ y comprueba que
es anillo.

Definicién 2.62. Un elemento a € A — {0} es divisor de cero si:
existeb € A — {0} talque ab=0 o0 ba =0
Claramente, si a es divisor de cero también b lo es.
El siguiente resultado caracteriza los divisores de cero de un anillo.

Proposicion 2.63. Sea A un anilloy a € A, a # 0. Entonces a es un elemento
reqular para el producto si y solo si no es divisor de cero.

Demostracién. Veamos la primera implicacién. Sea a es un elemento regular
y supongamos que 4 es divisor de cero, es decir existe b € A, b # 0 tal que,
pea-b=0=a-b=a-0= b =0, queesuna contradiccién.
Inversamente, si 2 no es divisor de cero y no fuese regular a la izquierda,
por ejemplo, existen x,y € A distintos tales que a-x = a -y, luegoa - (x —
y) = 0. Por tanto, como x — y # 0 contradice que a no es divisor de cero. [J

Corolario 2.64. Si A es un anillo sin divisores de cero, todos los elementos distin-
tos de 0 son regulares para el producto.

Demostracion. Evidente. O

Ejercicio 2.65. Comprueba que Z3, Zs y Z7 no tienen divisores de cero. En cam-
bio los anillos Z4, Ze y Zg si tienen.

Ejemplos 2.66.
1. Los nameros enteros (Z, 4, -) forman un anillo sin divisores de cero.

2. Los polinomios con coeficientes reales forman otro anillo. Tampoco
existen divisores de cero en este anillo

3. Los siguientes conjuntos numéricos racionales Q, reales IR y comple-
jos C, dotados con la suma y el producto son ejemplos de anillos, pero
con alguna propiedad muy importante que pasan a llamarse cuerpos.

4. Las matrices cuadradas (M, +, -) son el ejemplo mds importante
de estructura de anillo (conmutativo unitario), donde existen diviso-
res de cero.

Ejercicio 2.67. Pon algiin ejemplo de matrices cuadradas de orden n = 3 que sean
divisores de cero. Es decir, encuentra dos matrices 3 x 3 no nulas que multiplicadas
den la matriz cero.
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Cuerpos

Los cuerpos son las estructuras algebraicas con dos operaciones que
mds usaremos en este curso. Se puede definir un cuerpo como una estruc-
tura (K, +, -) que verifica:

» (K, +) es grupo abeliano.

= (K—{0},-) es también grupo abeliano.

= La operacion - es distributiva respecto de +.
Daremos las siguientes propiedades de los cuerpos (sin demostracién).
Proposicién 2.68.

1. Los cuerpos no tienen divisores de cero.

2. En un cuerpo, las ecuaciones ax = by xa = b con a # 0 tienen solucion
linica.
Ejemplos 2.69.

1. Los cuerpos finitos Z,, donde p es un nimero primo, se usan en dis-
tintas aplicaciones de las matematicas a las ingenierfas, aunque se
quedan fuera del &mbito de esta asignatura.

2. Q, Ry C son cuerpos. El cuerpo més conocido y que mds usaremos
sera el de los ntmeros reales (R, +, -). En este curso vamos a hacer
una extension de dicho cuerpo de los ntimeros reales al cuerpo de los
numeros complejos (C, +, -).

2.5. El cuerpo de los niimeros complejos

Los ntimeros reales tienen muchas propiedades agradables. Hay ope-
raciones tales como suma, resta, multiplicacién, asi como la divisién por
cualquier nimero real, excepto cero. Hay leyes ttiles que regirdn estas ope-
raciones como las leyes conmutativa y distributiva. También puede tomar
los limites y hacer Calculo. Pero no se puede tomar la raiz cuadrada de —1
o lo que es lo mismo no puede encontrar una raiz de la ecuacion

x> 4+1=0. (2.6)

La mayoria de vosotros ha oido que hay un “nuevo"ntmero i (llamada raiz
imaginaria) que es una raiz de la ecuacion anterior. Es decir, 24+1=00
i> = —1. Vamos a demostrar que cuando el cuerpo de ntimeros reales se
amplia a un nuevo cuerpo llamado los niimeros complejos, que incluye i, no
s6lo ganamos un ntimero con propiedades interesantes, sino que, ademas,
no se pierde ninguna de las propiedades agradables que hemos tenido an-

tes.

Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 47

2.5.1. Definiciones y propiedades algebraicas

Hay muchas maneras equivalentes a pensar un nimero complejo, cada
una de las cuales es ttil en por derecho propio. Comenzamos con la de-
finicién formal de un ndmero complejo. A continuacién, interpretaremos
esta definicién formal en otra mds ttil y més facil de trabajar con lenguaje
algebraico.

Los nimeros complejos se pueden definir como pares de nimeros reales,

C={(xy):xyeR)},

equipada con la adicién

(x,y) + (a,b) = (x +a,y+b)

y la multiplicacién

(x,y) - (a,b) = (xa—yb,xb+ ya).

Estas operaciones binarias en C son es un extensién de las de IR, en el sen- Podemos pensar que los
tido de que los ntimeros complejos de la forma (x,0) se identifican con los nhumeros reales se

ntimeros reales y m’crustan en C como los
nuimeros complejos cuya

segunda coordenada es

(%,0) + (¥,0) = (x +,0) y (x,0) - (,0) = (xy,0). cero.

Teorema 2.70. EI conjunto C antes definido, dotado de las operaciones de suma y
producto anteriores tiene una estructura de cuerpo (C, +, ).
Ademds podemos afiadir:

= (0,0) es el elemento neutro para la suma.
= (1,0) es el elemento neutro para el producto (también llamado unidad).
= El opuesto de (x,y) es (—x, —y) (simétrico para la suma).

» Elinverso (simétrico para el producto) de (x,y) # (0,0) es

() = (i)

Si pensamos en el espiritu de nuestra observacién sobre la inclusion
de R en C, es decir, de (x,0) e (y,0) como la nameros reales x e vy, esto
significa que podemos escribir cualquier niimero complejo ( x, y ) como
lineal combinacién de (1,0) y (0,1),

(x,y) = (x,0)-(1,0) + (y,0) - (0,1)
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48 Estructuras Algebraicas

Asi que si le damos a (0,1) un nombre especial i, también llamado unidad
imaginaria, entonces el namero complejo que que llamabamos (x, y) puede
escribirse como

x-1+y-i,

0, mds corto, x + iy. Esta manera de expresar los niimeros complejos reci-
be el nombre de expresién o forma rectangular o, a veces, expresion o forma
binomial.

El ntiimero real x se llama la parte real y al niimero real y parte imagi-
naria del niimero complejo x + iy, a menudo denotado como

Re(x +iy) = x eIm(x +iy) = y.

La manera de expresar un nimero complejo en parte real y parte imagina-
ria de También es facil probar que i = (0,1) es la raiz de de la ecuacién
(2.6), es decir

#=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Teorema 2.71 (Fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante de gra-

Se dice que C es do n tiene n raices (contando multiplicidad) en C.
algebraicamente cerrado. ) . o
La demostracion de este teorema requiere una maquinaria importante,

curiosamente mas del cdlculo que del dlgebra, por lo que se pospone dicha
prueba.

2.5.2. Del dlgebra a la geometria y viceversa

La notacién (x,y) de los complejos sugiere que se puede pensar en és-
te como un vector real de dos dimensiones. Al trazar estos vectores en el
plano RR?, llamamos al eje x el ¢je real y al eje y el eje imaginario. La suma
que se defini6 para los nimeros complejos coincide con la suma de vecto-
res. Pero este parecido acaba con la multiplicaciéon: no hay multiplicacién
“usual'de dos vectores en R? que devuelva otro vector, y, por supuesto,
ninguno que esté de acuerdo con nuestra definicién de el producto de dos
nuimeros complejos.

Cualquier vector en IR? se define por sus dos coordenadas, pero también
se determina por su longitud y el &ngulo que forma con, por ejemplo, el eje
real positivo, vamos a definir estos conceptos mas a fondo.

Valor absoluto y argumento. El valor absoluto (a veces también llamado el
médulo) de z = x + iy es su longitud visto como vector de IR?

r=lz| = /22 +y2 € R" U {0}

y un argumento de z = x + iy es un nimero 0 € R tal que

x=rcosfey =rsend.
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2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 49

Un ntimero complejo tiene un ntimero infinito de argumentos, por ejemplo,
el nimero 1= 1 + 0i se encuentra en el eje X, y también lo ha hecho el
argumento 0, pero podria muy bien decir tiene argumento 27, 471, —27,
o 2k7t para cualquier entero k. El nimero 0 = 0 + 0i tiene un moédulo 0,
y cada nimero 0 es un argumento. Aparte del caso excepcional de 0, para
cualquier complejo ntimero z, los argumentos de z todos difieren en un
multiplo entero de 277.

Para cada nimero complejo z llamaremos arg z al conjunto de todos los
argumentos. En realidad arg : C — IR es una relacién que no es una fun-
cién. Por convenio, para z # 0, se establece el arqumento principal como el
(tnico) argumento 6 que pertenece al intervalo 6 € (—, 7t]. Al argumento
principal se le suele representar como Argz: C* — ( — 77, 1] C R que si es
una funcién.

En la figura 2.7 se puede observar el significado geométrico del médulo
y del argumento.

El valor absoluto de la diferencia de dos vectores tiene una interesante
interpretacion geométrica:

Proposicién 2.72. Sean z1,z, € C dos niimeros complejos considerados como
vectores en R2. Si d(z1,2z2) denota la distancia entre (los extremos de) los dos
vectores en IR? (Véase la Figura 2.6). Entonces

d(z1,22) = |21 — 22| = |22 — z1]

Demostracién. Sea zy = x1 + iy y 2o = X2 + iyp. A partir de la geometria
sabemos que d(z1,22) = \/(x1 — x2)2 + (y1 — y2)? y ésta es justamente la
definicion de los |z; — z2] .

Ya que (x1 — x2)? = (x2 — x1)?y (y1 — ¥2)?> = (y2 — y1)?, también tene-
mos |z1 — 22| = |z2 — z1|. Simplemente dice que el vector desde z; hasta z,
tiene la misma longitud que su inversa, el vector desde z, hasta z;. U

La interpretacion geométrica de los niimeros complejos en forma de
valor absoluto y argumento nos permite dar un significado al producto de
complejos:

(x1 +1iy1)(x2 +iy2) = (r1 cos 01 + iry sen6y)(rp cos by + irp senb,) =

= (1112 cos 01 cos 0 — 172 sen 61 sen 0)+
+ i(r172 cos 01 sen 6, + r7rp sen 6y cos 0p) =
= 112 (cos(01 + 62) +isen(61 + 65)).

Por lo tanto el valor absoluto del producto es 717, y su argumento es
1 + 62 (uno de ellos). Geométricamente, estamos multiplicando las longi-
tudes de los dos vectores que representan los dos niimeros complejos, y
sumando sus dngulos medidos con respecto al eje x positivo.

Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain

Representamos

Cc*=C—{0}.

Observa que se usan las
identidades
trigonométricas del seno y
coseno de la suma.




50 Estructuras Algebraicas

Parte imaginaria

|z1 — 22| - -
Z2 -7

Parte real

Figura 2.6: El valor absoluto de la diferencia mide la distancia entre dos
complejos.

Teniendo en cuenta el célculo anterior, en principio por abreviar, se in-
troduce una nueva notacién (conocida como férmula de Euler)

e = cosf + isené.

Veremos mads adelante que tiene una intima relacién con la funcién exponen-
cial compleja, pero de momento no es méds que una notacion.

Dejamos como ejercicio para los estudiantes la prueba de las siguientes
propiedades

Ejercicio 2.73. Para cualquier 6,01,02 € R,
1. eif1pi02 — pi(61+6:) 3. pi(6+2km) _ i

2. F = e ™, 4. \ei9| -1

Teniendo en cuenta la anterior notacién diremos que un niimero complejo
estd expresado en forma trigonométrica o forma polar si se expresa a partir de su
valor absoluto 7 y uno de sus argumentos 6 de la siguiente forma z = re’®.

Para pasar de forma rectangular de complejo z = x + iy, que no sea
nulo, a su forma polar z = re y viceversa usamos las igualdades

Conocidos r, 6 Conocidos x,y
2 =x2+y?

x =rcosf tan(?:%, six #0

y=rsend |6=17,six=0ey>0

9:—g,six:0ey<0

Basandose en lo anterior es de muy facil demostracion el siguiente re-
sultado:
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2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 51

Proposicion 2.74 (Férmula de De Moivre). Para cualquier dngulo 6 se tiene:

(cosf +isenf)" = cos(nb) +isen(nd).

Ejercicio 2.75. Utiliza los resultados del ejercicio 2.73 para obtener las férmulas
del dngulo triples:

1. cos360 = cos® 0 — 3 cos 6 sen? 6.

2. sen360 = 3cos?Osenf — sen> .

Propiedades geométricas

El cuadrado del valor absoluto de un complejo tiene la buena propiedad
x iy =2+ y? = (x +iy) (x — iy).

Esta es una de las muchas razones para dar el proceso de pasar del comple-
joz = x +iy a x — iy el nombre especial de conjugar z.
Se denota el complejo conjugado como

x+iy = x —iy.

Geométricamente, la conjugacion z significa que se refleja el vector co-
rrespondiente a z con respecto a la eje real. El siguiente ejercicio recoge
algunas propiedades bésicas del conjugado.

Ejercicio 2.76. Para cualesquiera z,z1,z2 € C,
1. z1 £z =21 £ 7. 5. |z| = |z|.

2_ —
2 W H =75 6. |z|* =zzZ.

s (

4.

7. Rez = 3(z+32),

5 |
5

> _a
Z 8. Imz = %(z—2).

=z 9. el = ¢~10,

|

El dibujo de la figura 2.7 nos da una idea de un niimero complejo y su
conjugado, asi como alguna propiedad de desigualdad geométrica

—|z| <Rez<|z|] vy —|z| <Imz < |[z|

De la propiedad 6 del ejercicio 2.76 obtenemos una forma fécil para cal-
cular la divisién de complejos.

A 4 'ma = . , . ;
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52 Estructuras Algebraicas

Im
z
|z |
Y
' x=Rez, y=Imz
g X 4: ~ Re 6 = Arg(z) con tan(f) = %
— ]
o ! y El médulo |z] = /x2 + 2.
}
:
z

Figura 2.7: Un complejo y su conjugado.

= 5,2 41%2-
Zz ‘Z2|

o .y 1+ s
Ejercicio 2.77. Calcula la siguiente division compleja % de dos formas distin-

tas, en forma polar y usando la anterior propiedad. Expresa el resultado en forma
rectangular y en forma polar.

Y, por ultimo, obtenemos las siguientes desigualdades clasicas:
Proposicion 2.78. Para zq,zy,- - - € C, tenemos las siquientes desigualdades:
(a) La desigualdad triangular: |z + z3| < |z1| + |22/

(b) Forma general de la desigualdad triangular: | + z1 £ zo| < |z1] + |z2].
(c) La desigualdad triangular inversa: | £ z1 + zo| > |z1| — |z2].

n n
Yoz <Y Jzkl.

k=1 k=1

(d) La desigualdad triangular para las sumas:

Demostracion.

(a) Usamos algunas propiedades vistas en el Ejercicio 2.76.

i+ = +n)(z1+n)=(z1+2)(Z+5) =
= |z +z1Z+ 2123 + |22 =
= |z1|? + 2Re (2123) + |22|? <
<z 42|21 [z2] + |22 =
= (lz1] + |za|)”

ma . , . £
' Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
— OCW UMA Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




ma
£

2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 53

(b) Se obtiene de la anterior, con més que considerar que | £ z| = |z|.
(¢) |z1] = |z1 — z2 + 22| < |z1 — 22| + |2z2| de donde se obtiene que
|21 — 22| > [z1] = |22].

Las restantes desigualdades se obtienen a partir de ésta con mds que
considerar | £+ z| = |z|.

(d) Procedemos por induccion.

= Para n = 2no es mas que la desigualdad triangular (a).
= Hipéteisis de induccién:

!
Yz

k=1

.
<Y |zl para2 <r < mn.
k=1

Suponemos

= Paran > 2, tenemos (usando nuevamente (a))

1
Zzﬁ—zn

n
k=1

<

n—1
e
k=1

n—1 n
+lzal <Y 2kl +lzal = ) |2kl
k=1 k=1

n
e
k=1
O

Proposicién 2.79. Sea p(x) = ag + a1x + ax> + - - - + a,x" un polinomio con
todos sus coeficientes a; niimeros reales. Si z € C es una raiz de p(x), entonces su
conjugado z es también raiz.
Demostracion. Siz = re'?, entonces
p(z) =ap+ ayre® + ayr?e® + . g™ =0 (2.7)
Ademas
p(z) = ap+ ayre 0 4 aprZe ™0 4. 4 g e = p e C. (2.8)

Sumando y restando (2.7) y (2.8) nos da, respectivamente

b = 2ag + 2a17 cos 6 + 2a,7r* cos(26) + ... 2a,1" cos(nf) (que es real)

b = —i(2a;7sen 0 + 2a,r* sen(20) + ... 2a,7" sen(nf)) (que es imaginario)

por tanto, b = 0, que prueba que z es también raiz. g
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2.5.3. Funcién exponencial

Damos por conocida la funcién exponencial real y, sobre todo, sus pro-
piedades. Nuestro objetivo es extender esta funcién a una nueva definida
en los complejos (con imagen compleja) que extienda a la real ya conocida,
a la que afladimos que sea compatible con la férmula de Euler, ya definida,

e = cosy +iseny.

Definicién 2.80. La funcién exponencial (compleja) se define para cual-
quier complejo z = x + iy como

expz = exp(x +iy) = e*e'V = e*(cosy + iseny).

Efectivamente, esta definicién extiende a la de los reales.
exp(x) = exp(x +1i0) = e*(cos 0+ isen0) = e*.

Ademéds la férmula de Euler es un caso particular de la exponencial com-
pleja ‘

exp(ix) = e'*
Las propiedades ya conocidas de la exponencial real se extienden a la com-
pleja (y algunas otras nuevas)

Proposicién 2.81. Por todo z,z1,z2 € C,

1. expzjexpzy = exp(z1 + z2). 4. exp(z+2mi) = expz.
o= exp(—2). 5. |expz| = exp(Rez).
P 6. expz # 0 para cada z € C.
XPA_ oy (z1 — z2)
" expz plz1 = 22). 7. exp'z =expz.
Demostracién. Ejercicios. O

Hacemos las siguientes observaciones:

1. La cuarta identidad es muy especial y no tiene equivalente en el caso
real. Se dice que la funcién exponencial compleja es periédica con
periodo 27ti. Esto tiene muchas consecuencias interesantes, entre ellas
que la funcién exponencial compleja no es inyectiva.

2. La ultima igualdad hace referencia a la derivada de la funcién expo-
nencial compleja. Aunque estd fuera de los contenidos de este curso,
lo mostramos por remarcar los "parecidos” y las "diferencias” entre la
exponencial real y la compleja.
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2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 55

Figura 2.8: La funcién exponencial compleja transforma rectas horizontales
en semirectas radiales desde el origen.

iy, Y T4

T4 exp(z) 3

Te 7o

1

Figura 2.9: La funcion exponencial compleja transforma rectas verticales en
circunferencias concéntricas al origen.

[y

r1r2rBrdr5

3. Las figuras 2.8 y 2.9 muestan como la exponencial compleja transfor-
ma rectas del plano complejo horizontales y verticales en otros sub-
conjuntos de puntos de los complejos.

Ejercicio 2.82. Describe las imdgenes de los siguientes conjuntos bajo la funcién
exponencial exp z:

a) el segmento definido por z = iy, 0 <y < 27
b) el segmento definido porz =14iy, 0 <y < 2m.

c) el rectingulo {z =x+iy € C:0<x<1,0<y <2m}.

2.5.4. Funciones trigonométricas y trigonométricas hiperbélicas

Las funciones trigonométricas reales seno, coseno, tangente, cotangen-
te, etc. tienen sus andlogas complejas, aunque no juegan el mismo papel
prominente como en el caso real. De hecho, podemos definirlos como sim-
plemente ser combinaciones especiales de la funcién exponencial.
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Definicién 2.83. El seno y coseno (complejo) se definen como

senz = % (exp(iz) — exp(—iz))

cosz = % (exp(iz) + exp(—iz)).

Las funciones tangente y cotangente se definen

senz cexp(2iz) — 1
tanz = =—i———

cosz exp(2iz) + 1
otz — SO5% _ exp(2iz) +1

senz exp(2iz) — 1’

respectivamente.

Ejercicio 2.84. Prueba las igualdades anteriores referidas a la tangente y cotagen-
te. Para ello usa la igualdad (exp z)(exp(—z)) = ¢’ = 1.
Prueba, igualmente, que las funciones trigonométricas definidas extienden a

las funciones trigonométricas reales.

Las principales propiedades de las funciones trigonométricas reales tam-
bién se cumplen para funciones trigonométricas complejas, como se ve en
este lema,

Lema 2.85. Pora todo complejo z,z1,2z2 € C,

1. sin(—z) = —senz 5. tan(z + 1) = tanz
2. cos(—z) = cosz 6. cot(z+ ) = cotz
3. sen(z+2m) = senz 7. sen(z + 1/2) = cosz
4. cos(z+2m) = cosz 8. cos(z+m/2) = —senz
9. sen(z1 + zp) = senzj cos zp + €OS z1 sen zp

10. cos(z1 4 z2) = cos z1 cOSzy — sen zj sen zp

11. sen?z +cos’z = 1 13. sen’z = cosz

12. cos®z — sen? z = cos(2z) 14. cos'z = —senz

Demostracién. Ejercicio (prueba algunas). O

A 4 'ma = . , . ;
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2.5 El cuerpo de los nimeros complejos 57

Obsérvese que las funciones trigonométricas seno y coseno son periodi-
cas de periodo 27t al igual que las funciones trigonométricas reales. Igual-
mente las funciones complejas tan z y cot z son periddicas de periodo 7.

En cambio la propiedad de ser acotada que tiene las funciones reales
seno y coseno (|senx| < 1y |cosx| < 1) no es verdad para las funciones
complejas senz y cos z (por ejemplo, | sen(iy)| — oo cuando y — £00).

Definicién 2.86. Definimos las funciones trigonométricas hiperbélicas (seno,
coseno, tangente y cotagente hiperbdlicas), como

senhz = % (expz —exp(—2z))

coshz = % (expz +exp(—2z))

tanh > — sinhz exp(2z) — 1
coshz  exp(2z)+1
cothz — coshz _ exp(2z) +1
senhz  exp(2z) —1

respectivamente. Como es habitual estas funciones complejas extienden a
sus homoénimas reales.

Ejercicio 2.87. Prueba las siquientes igualdades

a) cosh’z —senh?z =1. b) cosh(iz) = cosz. ¢) senh(iz) = isenz.

2.5.5. Logaritmos y exponenciales de base

Ellogaritmo complejo es una funcién que vamos a que es de un cardcter
un tanto complicado. Estd motivada por ser la funcion inversa de la funcién
exponencial, es decir, que estamos buscando una funcién de registro de
manera que

exp(logz) = z = log(exp z). (2.9)

Como veremos en breve, esto es esperar demasiado. Vamos a escribir,
como de habitual, Sea z = re” siendo z # 0, y supongamos que logz =
u(z) + iv(z). Tenemos entonces que

exp(logz) = e“e™ = re
de donde obtenemos que u = Inr = In|z|, que estd definido como un
logaritmo neperiano de un ntimero positivo. Por otro lado, v coincidirfa con
el argumento de z, pero sabemos que este no es tinico, por tanto, podemos
definir la multifuncién logaritmo del siguiente modo
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logz = In|z| +iargz.

Podemos interpretar esta funcién logaritmo como muchas funciones dis-
tintas y a cada una se le llama rama logaritmica y cualquiera de estas ramas
verifican la condicién de inversa que pediamos en 2.9. Entre todas estas ra-
mas se suele destacar la llamada el logaritmo principal escrito con la primera
letra maytscula

Logz =In|z| +iArgz.

Dicho de otro modo, el logaritmo principal de un complejo es la rama cuya
parte imaginaria esta en el intervalo (—, 7t].

Como viene siendo habitual, el logaritmo principal extiende al logarit-
mo (neperiano) real, puesto que el argumento principal de un real positivo
es cero.

Ejercicio 2.88. Comprueba que el logaritmo principal de un niimero negativo x =
—|x| es el siguiente
Logx = In|x| +im

Ejercicio 2.89. ;Se siquen verificando las propiedades cldsicas del logaritmo ne-
periano en el logaritmo principal? Por ejemplo, ;es cierto que Log(z%) = 2Logz?
Estudia si otras propiedades cldsicas se siguen verificando.

Exponenciales de base.

Dado un ntimero complejo 2 € C* definimos la exponencial compleja

de base 2 como
a* = exp(zloga)

que, evidentemente, es una multifuncién por serlo loga. Llamamos valor
principal de a* = exp(zLoga), es decir, el obtenido usando el logaritmo
principal. Salvo que se diga lo contrario, se entiende por a* el valor princi-
pal de la exponencial de base a.

Notemos que, si usamos el ntimero e de Euler como base, el valor prin-
cipal de su exponencial es justamente la funcién exponencial compleja, vea-
mos:

¢’ = exp(zLoge) = exp(z(Ine+i0)) = expz.

Ejercicios Propuestos

Conjuntos, Relaciones, Funciones

Ej.21— Sea U = {1,2,3,...,10} el conjunto universal en el que se de-
finen los siguientes conjuntos: A = {1,4,7,10}, B = {1,2,3,4,5} y C =
{2,4,6,8}. Escribe los siguientes conjuntos:
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a) AN(C—A) b AN(BUC) Jd(ANB)UC d)(A x A) N
(B x B)

1
Ej.2.2 — Para cada i € IN, consideremos A; = {x eER|0<x< } .

i+1
Calcular U Ay ﬂ A;.
ieN ieN

Ej. 2.3 — Si el conjunto X tiene 10 elementos ;cudntos subconjuntos pro-
pios de X hay en P(X)?

Ej.24— Dado A = {a,b,c}, si P(A) representa el conjunto de las partes
de A, indica cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas:

0@ C A aC A ) {a} CP(A) 9D P(A)
bOe A d)acP(A) Hlat e P(A) WO ePA)

Ej. 2.5 — De los 100 alumnos de una clase 60 han aprobado fisica, 48 ma-
tematicas y 30 las dos. Halla el ntimero de alumnos que no han aprobado
ninguna de las dos.

Ej. 2.6 — Dados los conjuntos X = {2,3,4} e Y = {3,4,5,6,7} definimos
la relacién de X en Y: “x R y si y solo si x divide a y”. Escribe los elementos
del grafo de la relaciéon y una representacion grafica de la misma.

Ej. 2.7 — Verificar si las siguientes relaciones definidas sobre el conjunto
de los ntiimeros enteros cumplen las propiedades reflexiva, simétrica, anti-
simétrica o transitiva.

l.aRib<a="1? 3.aR3b < 3divideaa —b
22.aR,bsa>b

Ej. 2.8 — (Feb. 2012) Dado el conjunto A = {1,2,3,4,5,6}, se considera la
relaciéon R sobre A, tal que, para todo a,b € A, aRbsi, ysélosi,a+bes
divisible por 6.

1. Calcula los pares de la relacién R. Justifica por qué R no es una
relacion de equivalencia.

2. Anade los pares necesarios para que sea una relacién de equivalen-
cia.

3. Define el conjunto cociente.
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Ej. 2.9 — Enel conjunto A = {1,2,3,4} se define la relacién binaria:
R={(11),(2,2),(23),(24),32),(33),(34),(42),(43), (44}

Justifica que R es una relacion binaria de equivalencia y halla el conjunto
cociente. Dibuja una representacion grafica de la relacion.

Ej. 2.10 — Demuestra que la relacion de divisibilidad en N — {0}:
a|b siysélosi b =naparaalginn € N

es una relacion de orden e indica si es total o parcial. Representa gréfica-
mente la relacion restringida al subconjunto {1,2,3,4,6,12}.

Ej. 2.11 — En Z se define la relacion “x R y si y s6lo si x> — y*> = x —y” jes
‘R una relacién de equivalencia? En caso afirmativo, calcular los elementos
de la clase [a].

Ej. 2.12 — (Sept. 2012) Dados los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B =
{6,7,8,9}, encuentra, si es posible, elementos a,d € A y b,c € B tales
que la relacion R = {(1,8), (2,6), (2,b),(4,7), (a,c),(d,8)} € A x B cum-
pla que:

1. Ry no sea una funcion.

2. Ry sea una funcién inyectiva.

3. Ry sea una funcién, pero no sea sobreyectiva.

Ej.2.13 — (Dic. 2012)

1. Considérese < una relacion de orden parcial en un conjunto A. Defini-
mos una nueva relacién binaria ~ en el mismo conjunto A del siguiente
modo:

a~b <= a=>bobien(a £byb £ a)

Comprueba las propiedades de ~ como relacién: reflexiva, simétrica,
antisimétrica y transitiva, probando las que son ciertas y poniendo un
contraejemplo en las que no son ciertas. ;Es ~ una relacién de equiva-
lencia?

2. Pon, si es posible, un ejemplo de una funcién de R — R (reales de va-
riable real) en cada uno de los siguientes casos:
a) Inyectiva pero no sobreyectiva.
b) Sobreyectiva pero no inyectiva.
¢) Ni inyectiva ni sobreyectiva.
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Ej. 2.14 — Representa graficamente, en un sistema cartesiano, las siguien-
tes relaciones. Calcula su dominio e imagen. Indica cudles son funciones en

su dominio.
a) R = {(1/3)/ (2/2)/( /5)/ (3r5)} - d) Ry = {(xly) €R? | x_yZ = 1}
Flhare B Y ors () e R 240 = 4y
DRy ={(xy) €R? |y=cosx}.  HRe={(xy) €R? | +y* <4}
ORs={(x,y) eR?>|y> —x =1} 9 R7={(xy) eR*|y+x=2}.

Ej. 2.15 — Si consideramos las funciones de R en R cuyas gréficas sean
rectas, ;son todas aplicaciones biyectivas?

Ej. 2.16 — Prueba que la funcién f: [0,00) — (0,1] definida f(x) = -1; es
inyectiva. ;Es sobreyectiva?

Ej. 2.17 — Clasifica por el tipo las siguientes funciones:

a)f : R — RTU{0}, definida  ¢)h:C — R, definida f(z) = zZ.
flx) = lx =1}, d)t: N — Z, definida

n

o - {(n) = 5 sin par
b) g: C — C, definida f(z) = Z. —21 sin impar

Estructuras algebraicas

Ej. 2.18 — En el conjunto de los niimeros naturales se definen las siguien-
tes leyes de composicion. Determina si son leyes de composicién interna y
en el caso que lo sean estudiar si cumplen la propiedad asociativa, conmu-
tativa y poseen elemento neutro.

l.axb=a 2.axb=a
Ej.2.19— Sea E = {a,b,c,d} y P(E) el conjunto de las partes de E. De-

termina los elementos regulares de P (E) respecto de la operacion unién U.
Igual respecto de la interseccién N.

Ej. 2.20 — Enel conjunto E = {(x,y) € R?: x # 0} se define la operaci6n:
(a,b) * (c,d) = (ac,ad + bc)
Comprueba que (E, %) es un grupo.

Ej. 2.21 — Encuentra los inversos de cada uno de los elementos del grupo
multiplicativo Z11".
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Ej. 2.22 — Resuelve en el cuerpo Z; el siguiente sistemas de ecuaciones:

2x =7y =1
3x+y=9

Nota: Todos los ntimeros pertenecen al cuerpo Zj;.

Ej. 2.23 — Comprobar que el subconjunto de las matrices 3 x 3 siguiente

es un anillo unitario. ;Es conmutativo? ;Es cuerpo?

Ntmeros complejos

Ej. 2.24 — Prueba que las raices n-simas de la unidad (complejas), es decir,
las soluciones de la ecuacion z"* = 1, con z € C, forman un grupo abeliano
con la operacion producto.

Ej. 2.25 — Escribe en forma polar:

a) 2i. d) —i. g V5 —i.
b)1+i. e) (2—1)% 1-i\*
O -3+V3i.  pI3—4i|. h)<ﬁ> :

Ej. 2.26 — Encuentra todas las soluciones (en forma rectangular) de las
ecuaciones:

a)z6 = 1. b) z* = —16. c)z6 = —9. dz6 — 23 —
2=0.

Ej. 2.27 — Dibuja los siguientes conjuntos en el plano complejo:

1.{zeC:|z-1+i| =2}. 4. {z € C:Img(z+2 —2i) = 3}.
2.{zeC:|z—1+i| <2} 5{z€C:|z—i|+|z+i] =3}.
3.{z € C:Re(z+2—2i) =3} 6.{z€C:|z| =|z+1]}.

Ej. 2.28 — Prueba que senz = sen(z) y cosz = cos(z).

Ej. 2.29 — Sea z = x + iy. Prueba que

1.senz = senx coshy +icos x senhy.
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2. cosz = cos x coshy —isenxsenhy.

Ej. 2.30 — Determina la imagen de la cinta {z € C: —71/2 < Rez < 7/2}
bajo la funcién f(z) = senz.

Ej. 2.31 — ;Hay alguna diferecia entre log (z?) y 2log z?

Ej. 2.32 — Halla la imagen del anillo 1 < |z| < e bajo el logaritmo princi-
pal.

Ej. 2.33 — Encuentra los valores principales de

a) logi. b) (—1)%. c)log(1+1).

Ej. 2.34 — Prueba que |a?| = aRZ si a es una constante real positiva.

Ej. 2.35 — Encuentra todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) Log(z) = gi, b) exp(z) = mi. c)zV/?2 =1+i.
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