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1. Formas cuadraticas y matrices simétricas reales

Sea A una matriz cuadrada simétrica de tamano 2 x 2. La forma cuadrdtica asociada a
dicha matriz es el campo escalar definido por

Y

fale,y) = (z y)A (”““)

Si A es simétrica de tamafio 3 x 3, de forma andloga, define una forma cuadratica en R?,

x

fA(:):,y):(x Yy z)A Yy

z

Igualmente para formas cuadraticas de R™, con n > 3.
Una forma cuadratica es siempre un polinomio de grado 2.



Ejemplo. Si A= (_12 :?), entonces
1 =2\ [z
=22 — day — o>

El signo de la forma cuadrética asociada permite clasificar las matrices simétricas.

1. Se dice que A es definida positiva si su forma cuadratica asociada es siempre positiva, es
decir fa(x,y) > 0 para todo (z,y) € R? no nulo.

2. Se dice que A es definida negativa si su forma cuadratica asociada es siempre negativa, es
decir fa(x,y) < 0 para todo (z,y) € R? no nulo.

3. Se dice que A es indefinida si su forma cuadratica asociada cambia de signo, es decir
existen (z1,91), (22, y2) € R tales que fa(z1,41) > 0y fa(za,y2) <O0.

4. Existen matrices A que no son ni definidas ni indefinidas, a dichas matrices se les llama
semidefinidas positivas si fa(z,y) > 0 para todo (z,y) € R? y semidefinidas negativas si
fa(z,y) <0 para todo (z,y) € R2.

Todo lo dicho anteriormente es vélido para matrices simétricas de tamano 3 x 3.

Determinacion del signo de una matriz simétrica
Sea A una matriz simétrica de orden 2 o 3.

1. La matriz A es definida positiva si y sélo si todos sus autovalores son positivos.
La matriz A es definida negativa si y sélo si todos sus autovalores son negativos.

La matriz A es indefinida si y sélo si tiene autovalores negativos y positivos.

Ll

La matriz A es semidefinida positiva si todos sus autovalores son no negativos y alguno
es cero.

5. La matriz A es semidefinida negativa si todos sus autovalores son no positivos y alguno
es cero.
1.0.1. Criterio de Sylvester

Facilita la clasificacién del signo de una matriz simétrica A, cuando no se conocen los auto-
valores. Representamos por Ag, A1, Ao, ... los menores principales de la matriz, es decir, si A
es de orden 3,

ailp a2 ais a1l ape aip ai2 ais

A= a21 ag2 a3 entonces A() = aii, Al = a a s AQ = |a21 G922 4923
21 22

asyp as2 ass azr as2 ass

Teorema. Sea A es una matriz simétrica de orden n. Entonces:
1. A es definida positiva <= A; > 0 para todo¢=20,1,...n.
2. A es definida negativa <= (—1)"A; < 0 para todo i =0,1,...n.

En cualquier otro caso la matriz es indefinida o semidefinida.



Ejemplo.

1. La matriz simétrica A = <_11 _51> es definida positiva porque Ag =1y A} = 4.
-3 1 1
2. Lamatriz | 1 —1 —2] es definida negativa porque Ag = —3, A1 =2y Ay = —1.
1 -2 -5
1 -1 0 -1 -1 0 0 -2 0
3. Las siguientes matrices A=|-1 1 0|,B=|-1 -1 0JyC=(-2 0 0
0 0 2 0 0 1 0 0 2

no son definidas.

Ejercicio
Clasifica las anteriores matrices simétricas A, B y C del apartado 3 calculando sus autova-
lores.

2. Extremos relativos de un campo escalar

2.1. Polinomio de Taylor de un campo escalar de dos variables

Sea f: U C R? — R campo escalar de clase C? en un abierto U y sea (zg,y9) € U. El
polinomio de Taylor de f centrado en (xg,y0) de grado 1 es aquel cuya gréfica coincide con el
plano tangente a f en (xq,yo), esto es

T — xg
x,y) = f(xo0,%0) + df » .
p1(z,y) = f(zo,y0) f( 0,40) <y_y0>

Ademas se verifica que

i @y —piey)
(@)= (@o.w0) [[(z — 20,y — yo) |

El polinomio de Taylor de f centrado en (xzo,yo) de grado 2 es

T — X 1 9 T — xg
pQ(xa y) - f(an yO) + df(xo,yo) <y o yO) + 5 ([E —Zo Y— yO) d f(xo,yo) (y _ y0>
El error producido al utilizar el polinomio py anterior como aproximacién de f verifica que
im f($7y) —pg(,]},y)

=0.
(@)~ (zo0) [|( — 20,y — yo)||?

1
+ 1> Vamos a calcular los polinomios de Taylor

Ejemplo. Para el campo escalar f(x,y) =

de grado 1 y 2 centrados en el (0,0).

La diferencial de f es df = <—(j_+11)2 ﬁ), en el punto dado es df(g0) = (71 71), por

tanto

pi(z,y) = f(0,0) + df(o,0) (;_8) =—1+(-1 1) (“;) -

=—1l—-z—y



2(y+1) 1
La difrencial del campo vectorial df nos da la matriz hessiana d?f = < (z—11)3 (”3_1)2) ,

C(@-1)? 0
en el origen es d?f, = -2 - por tanto
(0,0) -1 o)
T 1 -2 -1\ [z
p2(z,y) = -1+ (_1 _1) <y> + a1 (‘7j y) <_1 0 > (y) =

Ejercicio.

1. Calcula el polinomio de Taylor de la funcién f del ejemplo anterior, centrado en otro
punto distinto del (0,0) que pertenezca al interior de su dominio.

2. Prueba algo que es obvio: si f(x,y) es un polinomio de segundo grado, entonces pa(x,y) =
f(z,y), es decir, el polinomio de Taylor de f de segundo grado, centrado en (z, o),
coincide con f.

2.2. Extremos relativos

Definicién. Sea f: U C R? — R un campo escalar. Se dice que f alcanza en un punto interior
de U, (x0,y0) un mdzimo (resp. minimo) relativo' si existe un entorno de (xg,%o) de manera
que para todo (z,y) perteneciente a dicho entorno se verifica

f(1‘7y) < f(l“o,yo) (I‘eSp. f(xvy) > f(x()?yﬂ))'

Los méximos y minimos relativos de f se denominan, conjuntamente, extremos relativos® de f.

Figura 1: Pueden existir muchos maximos y minimos relativos en U.

En cada punto correspondiente a un maximo o minimo relativo el plano tangente es hori-
zontal o lo que es lo mismo el polinomio de Taylor de primer grado se reduce a una constante,
lo que equilave que la diferencial en el punto es nula, asi

pi(z,y) = f(zo,50) + (0 0) @ : ;?) = f(xo0,%0)

de donde tenemos la siguiente:

! A los maximos y minimos relativos también se les denominan respectivamente mdzimos y minimos locales.
2También extemos locales.



Condicién necesaria de la primera derivada. Si f: U C R? — R es un campo escalar de
clase C! en el abierto U y f alcanza un extremo relativo en (zg, o) € U, entonces df (z0.90) =
(0,0).

Los puntos (7o, y0) € U que satisfacen la condicién anterior df(,, .,y = (0,0) se denominan
puntos criticos de f. Es decir, los puntos criticos son las soluciones del sistema

df = (0,0)

Los puntos criticos de f que no son extremos relativos se denominan puntos de silla.

Figura 2: Un punto de silla, no es maximo ni minimo.

Definicién. Un punto (zg,yo) del interior de U C R? que no es un punto critico de f se
dice que es un punto reqular de f. A la imagen de un punto regular, f(xg,yo) se le llama valor
reqular.

Condicién suficiente de la segunda derivada. Sea f: U C R? — R campo escalar de
clase C? en un abierto U y (20, y0) € U un punto critico de f.

1. Si de(wo,yo) es definida positiva entonces f alcanza un minimo relativo en (xg, yo).
2. Si d? f(wo,yo) €8 definida negativa entonces f alcanza un méximo relativo en (o, yo)-
3. Sid? f(wo,yo) €8 indefinida entonces f tiene un punto de silla en (xo, yo)-

4. Si d? f(wo.o) €8 semidefinida (positiva o negativa) no podemos decidir. Véase ejercicio ?7?.

Z0,Y0

Nota. Los conceptos y resultados anteriores pueden extenderse de forma andloga a campos
escalares de tres o més variables.

Ejemplo. Vamos a calcular y clasificar los puntos criticos del campo escalar
f(z,y) = (z —y) €Y definido en todo R.
Calculamos los puntos donde la diferencial es (0, 0)
df = (—y2 +azy+1,—zy+a®— 1)e™ = (0,0)

obtenemos dos puntos criticos:

v () o

Nl
sl



Para saber de que tipo de puntos criticos se tratan, calculamos la segunda diferencial (matriz
hessiana)

2p_ (Y (P -2y —2) eV (z—y) (zy+2) eV
df((a:—y)(a:y—i—Q)emy —x(wy—x2+2)ezy>

y de aqui

1 3
= En Py = (—L, L), Ho=| Y2{*  V2V¢) indefinida. Punto de silla.
2z TVave Vave
3

__1
» En P = (%, —%), H; = ( \/35‘/5 \/5\{5 > indefinida. Punto de silla.
V2ye V2 /e

En la figura 3 se puede apreciar la grafica de esta funcion cerca de los puntos de silla.

Figura 3: Gréfica de f(z,y) = (v —y) €Y con dos puntos de silla.

3. Extremos absolutos de un campo escalar

Definicién. Sea el campo escalar f: U C R? — R. Se dice que f alcanza un méximo (resp.
minimo) absoluto para U en (xg,yo) € U si para todo (z,y) € U se verifica que f(x,y) <
f(xo,y0) (resp. f(x,y) > f(xo,y0)). Los maximos y minimos absolutos de f se denominan,
conjuntamente, extremos absolutos de f en U.

Relacién entre extremos relativos y absolutos. Si f alcanza un maximo (minimo) abso-
luto para U en un punto (zo,yo) interior a U entonces f alcanza un maximo (minimo) relativo

en (zo, Yo)-
3.1. Teorema de Weierstrass para campos escalares
Dominios acotados en varias variables. Un conjunto U C R? se dice acotado si esté con-

tenido en alguin entorno del cero.

Teorema. Si f: U C R? — R es un campo escalar continuo en un conjunto U cerrado y
acotado entonces existen el maximo absoluto y el minimo absoluto de f en U.



3.2. Bisqueda de los extremos absolutos de un campo escalar

Sea el campo escalar f: U C R? — R de clase C' en un abierto que contenga a U. Para
encontrar los extremos absolutos de f en U se realizan los siguientes pasos:

1. Garantizar la existencia de los extremos requeridos.
2. Encontrar los puntos criticos contenidos en el interior de U.
3. Encontrar los puntos candidatos a extremo absoluto contenidos en la frontera de U.

4. Evaluar f en todos los puntos seleccionados en los apartados 2 y 3. En los puntos de mayor
evaluacion se tiene que f alcanza el maximo absoluto en U, y en los de menor evaluacién
el minimo absoluto.

Nota. Los conceptos y resultados anteriores pueden extenderse de forma andloga a campos
escalares de tres o més variables.

Ejemplo. Comprobemos el teorema de Weierstrass para la funcién f(z,y) = 22 +y% —z en el
conjunto cerrado y acotado que delimita la hipérbola 322 —2y? 462z = —2 y la recta z = v/3 — 1.
Para ello encontramos un tinico punto critico dentro del recinto

df = (22 —1,2) = (0,0) = P, = <;0>

. . . . . 2 0
que resulta ser un minimo relativo (candidato a absoluto), pues la matriz hessiana H = ( 0 2)

es definida positiva.
Analicemos la frontera. Las curvas que definen la frontera se cortan en los puntos (\/3 -1,-2)

v (v/3—1,2). Sustituyendo 2 = v/3—1 en f(z,y) tenemos la funcién g(y) = y*> — 32 +5 definida

entre los valores y = —2 e y = 2. Es facil ver que alcanza el minimo en el punto Py = (v/3—1,0).

2 y
32406242 e la funcién f(z,y) obtenemos

— x que alcanza el minimo en los puntos P3 = (—%, %) y

Sustituyendo los puntos de la hipérbola y? =

la funcién h(z) = 22 + ?”CQBM
2 1

Py=(-3-35)

Calculamos los valores para los candidatos a minimo
absoluto:

n P = (%,O), con f(Py) = —%.

= P, =(v/3-1,0), con f(P) =5—3V3~ —0,2.

» Pyy Py, (—2,£3), con f(Ps) = f(P4) = 2 =~ 06.

Luego el minimo absoluto se alcaza en el punto
Py.

Por otro lado, segtin los cédlculos anteriores los can-
didatos a maximo absolutos estan sobre la frontera

» Q1= (v3—-1,-2) con f(Q1) =9—3V3~38

. = (v/3-1,2) con =9—-3V3~3.3.
@2 ( ) /(@) Figura 4: Lineas de nivel del campo f.

Es decir, el maximo absoluto se alcanza en am- se aprecia donde se alcanzan los extremos
bos puntos @)1 y Q2. En el dibujo anterior se pueden absolutos.
ver las curvas de nivel de f.




4. Extremos condicionados. Método de los multiplicadores de
Lagrange

4.1. Extremos relativos condicionados a una curva en el plano

Sea un campo escalar f: U C R? — R donde U es un conjunto abierto y sea g(x,y) = 0 una
curva en forma implicita definida en U. Sea (z, yp) un punto de la curva, esto es g(zo, yo) = 0.
Se dice que f alcanza en (z,yo) un mdzimo (resp. minimo) relativo condicionado a g(z,y) =0
si existe un entorno de (zg,yo) de manera que para todo punto (x,y) perteneciente a dicho
entorno tal que g(z,y) = 0 se verifica que f(z,y) < f(xo,y0) (resp. f(x,y) > f(xo,0))-
Los maximos y minimos relativos de f condicionados a g(x,y)=0 se denominan conjuntamente
extremos relativos de f condicionados a g(x,y) = 0.

Valor maximo relativo
o

ado

Figura 5: Extremo relativo condicionado a una curva.

Multiplicadores de Lagrange para una ecuacién en el plano. Sea un campo escalar
f: U CR? = R de clase C!' en un abierto U y sea g(x,7) = 0 una curva en forma implicita
de manera que g es de clase C! en U. Sea (z0,4) € U un punto de la curva que verifica
d9(z0,y0) 7 (0,0). Si f alcanza un extremo relativo condicionado a g(z,y) = 0 en (zo,%0)
entonces existe A € R tal que

df(@o.y0) T A dY(20,90) = O-

Al escalar A se le denomina multiplicador de Lagrange.

Método. Definimos la funcion de Lagrange como L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y). Entonces
los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos que anulan la diferencial
dL(zyx = (0,0,0), o lo que es equivalente entre las soluciones del sistema

of dg _
of dg B
g(z,y) =0

Si (x0, Y0, Ao) es un punto critico de la funcién de Lagrange, el signo de la forma cuadrética

) f:cx(x()a yO) + >‘Oga:ac ($0, yO) facy(x()a yO) + )\OQxy(x07 yO) g:v(x07 Z/o)
d”Lizo o) = | fyz(T0,%0) + Aogyz(T0,90)  fyu(T0,%0) + Xogyy(T0, o)  gy(0, Yo)
9z(x0, Yo) 9y(z0,0) 0



determina el tipo de extremo relativo (méximo o minimo) condicionado.

Nota. Supdngase en el plano que la frontera de un conjunto U puede ser dividida en tramos
de curvas representadas implicitamente. Asi, pueden entenderse como candidatos a extremos
absolutos en un tramo de la frontera aquellos que satisfacen el sistema

{ df(wy) T AdG(zy) = 0
g(z,y) =0,

los puntos que anulen el gradiente de g, y los puntos inicial y final del tramo de curva.

Ejemplo. Podemos aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular los
extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 2% +y? —x de un método diferente del de la pagina 7
(véase figura 4).

La recta que delimita el recinto se expresa en forma implicita g(z,y) = = — V3+1=0,
aplicando los multiplicadores de Lagrange tenemos

20—14+XA=0 r=+v3-1
2y =20 = y=20
rt—V3+1=0 A=3-2V3

de donde obtenemos candidatos a extemos relativos: el punto P, = (\/§ —1,0), junto con los
extemos de la recta Q1 = ((vV3 —1,-2) y Q2 = (V3 —1,2).

Para calcular los candidatos a extremos relativos sobre la hipérbola descrita por la funcién
implicita g(z,y) = 322 — 2y? + 62 + 2 = 0, aplicamos el método de los multiplicadores de
Lagrange

2e — 14+ X (6x4+6)=0
2y — Ady =0
372 — 2y +62+2 =0

que nos proporciona los puntos P3 = (—2, 1) para (A = ), P, = (—3*3/\‘5’[_370) para (A = %)

y Ps = (— 35/3%'3 ,0)) para (A = —3‘[%). El dltimo punto Ps queda descartado porque no
pertenece a la rama de la hipérbola que encierra el recinto que tratamos. A estos hay que anadir

los puntos que anulan el gradiente de g

que nos da un punto que no esta en el recinto, junto con los extemos de la curva, los referidos
puntos Q1 y Q2.

4.2. Extremos relativos condicionados a una superficie en el espacio

Sean f: U C R® — R un campo escalar donde U es un conjunto abierto y g(x,,2) = 0 una
superficie en forma implicita definida en U. Sea (x9,yo, 20) un punto de la superficie, esto es
9(x0, Y0, 20) = 0. Se dice que f alcanza en (xq, Yo, 20) un maximo (resp. minimo) relativo condi-
cionado a g(x, y, z) = 0 si existe un entorno de (x¢, o, z0) de manera que para todo punto (z, y, z)
perteneciente a dicho entorno tal que g(x,y, z) = 0 se verifica que f(x,y, z) < f(zo, Y0, 20) (resp.
f(z,y,2) > f(20,Y0,20)). Los méximos y minimos relativos de f condicionados a g(x,y,z) =0
se denominan conjuntamente extremos relativos de f condicionados a la superficie g(z,y, z) = 0.



Multiplicadores de Lagrange para una ecuacion en el espacio. Sea un campo escalar
f:U C R® = R de clase C' en un abierto U y sea g(x,%,2) = 0 una superficie en forma
implicita de manera que g es de clase C! en U. Sea (x9,%0,20) € U un punto de la superficie
que verifica dg g yo,2) 7 (0,0,0). Si f alcanza un extremo relativo condicionado a g(z,y,2) = 0
en (z, Yo, 20) entonces existe A € R tal que

df($07y0,20) + )‘dg(l“o,yo,Zo) = 0.

Al escalar A se le denomina multiplicador de Lagrange.

Método. Definimos la funcion de Lagrange como L(x,y,z,\) = f(z,y,2)+Ag(z,y, z). Enton-
ces los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos que anulan la diferencial
dL(zy.- 2 = (0,0,0,0), o lo que es equivalente entre las soluciones del sistema

fo(z,y, 2) + Ago(z,y,2) =0
fy(@,y,2) + Agy(z,y,2) =0
f2(x,y,2) + Agz(z,y,2) =0
g(x? y7 Z) = 0

Si (xo, Yo, 20, Ao) es un punto critico de la funcién de Lagrange, el signo de la forma cuadratica
A Li.40,20,00) (de dimensién 4).

Nota. Supdngase en el espacio que la frontera de un conjunto U puede ser dividida en por-
ciones de superficies representadas implicitamente. Asi, pueden entenderse como candidatos a
extremos absolutos en cada porcién de la forma g(x,y,z) = 0 los siguientes puntos de dicha
porcién: los puntos (z,y, z) que verifiquen el sistema

{ f(wy,2) T AAY(zy,2) =0
g(z,y,2) =0,

los puntos que anulen el gradiente de g, y los candidatos a ser extremos absolutos situados en
el borde de dicha porcién. Obsérvese que el borde de cada porcién de superficie estd formado
por tramos de curvas.

4.3. Extremo relativo condicionado a una curva en el espacio

g1 (ZE, Y, Z) =0
92($7y7 Z) =0
una curva en forma implicita definida en U. Sea (zo,yo,20) un punto de la curva, esto es
{ g1(0, Yo, 20) = 0

92(0, Y0, 20) = 0

Sea un campo escalar f: U C R3 — R donde U es un conjunto abierto y sea {

. Se dice que f alcanza en (g, ¥yo,20) un maximo (resp. minimo) relati-

gl(l‘,y,z) =0

si existe un entorno de (x 20) de manera que para
g2<$ay,z):0 ( 05 Yo, O) q P

vo condicionado a {

91(0, Y0, 20) = 0
92(20,%0,20) = 0
desigualdad f(a?,y,z) < f(l’ovyoazo) (resp. f(ac,y, Z) = f(.%'(),y(),Z())).
91(z0,%0,20) = 0
92(0, %0, 20) = 0
91(z0,%0,20) = 0
92(%0,%0,20) =0

todo punto (z,y,z) perteneciente a dicho entorno tal que { se verifica la

Los méximos y minimos relativos de f condicionados a se denominan

conjuntamente extremos relativos de f condicionados a {

10



Multiplicadores de Lagrange para dos ecuaciones en el espacio. Sea un campo escalar
. =0
f: U CR? — R de clase C! en un abierto U y sean { 91(0, %0, 20) una curva en forma
92(0, Y0, 20) = 0
implicita de manera que g1, g2 son de clase C* en U. Sea (29, ¥, 20) € U un punto de la superficie
que verifica dgy 20) Y 492(z0,y0,20) SN linealmente independientes. Si f alcanza un extremo
91(z0, Yo, 20) =
92(0, Yo, 20) = 0

Z0,Y0,

relativo condicionado a { en (g, Yo, 20) entonces existen A\, u € R tal que

df(ﬂfo,ymZo) +A dgl(l‘o,yo,Zo) +p dg?(wo,yoyzo) =0

A loa escalares A y i se le denomina multiplicadores de Lagrange.

Método. Definimos la funcion de Lagrange como L(x,y,z, A\, u) = f(z,y,2) + Ag1(x,y, z) +
ug2(z,y, z). Entonces los extremos relativos condicionados se obtienen entre los puntos que

anulan la diferencial dL(, . ) = (0,0,0,0,0), o lo que es equivalente entre las soluciones del
sistema
(.CL‘ Y,z ) + )‘glw(x Y,z ) + /‘9290(*% Y, Z) =0
($ Y,z ) + )‘gly(aj Y,z ) + M.QZy(‘T’y7 Z) =0
(.1‘ Y,z )+)\glz(x Y,z )+M922($,y,2)20
1z, y,2) =
g2(xa Y,z ) - O

Si (x0, Yo, 20, Ao, fo) €s un punto critico de la funcién de Lagrange, el signo de la forma cuadratica
A2 L0 40,20, Mo pi0) (de dimension 5).

Nota. En el espacio, el borde de cada porcién de frontera de un conjunto U puede suponerse

dividido en tramos de curvas. Asi, los candidatos a extremos absolutos en cada tramo de la
=0 - .

forma { 91(x0, Yo, 20) son los siguientes puntos de dicho tramo: los puntos (z,y, z) que

92(z0, Y0, 20) = 0
verifiquen el sistema

U oy,2) + Ad91(0y,2) + 1 dG2(zy,2) = 0

g1(z,y,2) =0

92(1‘7 Y, Z) = 07
los puntos para los cuales dgi(;y..) ¥ d92(z,y,-) son linealmente independientes, y los puntos
inicial y final del tramo de curva.
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